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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. В настоящее время теория обрат­
ных задач математической физики (ОЗМФ) является одним из перспектив­
ных, интенсивно развивающихся направлений прикладной математики, акту­
альность которого обусловлена широким распространением данных задач в раз­
личных сферах естествознания, техники, научных и инженерных приложений,
что отражается в большом количестве типов ОЗМФ и направлений их исследо­
вания.

В сфере инженерной теплофизики одну из широких областей применения
теории некорректных и обратных задач составляют обратные задачи тепло­
проводности (ОЗТ), возникающие при идентификации и диагностике неизвест­
ных характеристик технологических процессов, проектировании нагреватель­
ных установок и тепловых конструкций, выборе оптимальных режимов функ­
ционирования нагревательного оборудования, и решение таких задач являет­
ся важной проблемой, во многом определяющей эффективность ответственных
производственных процессов в энергетике, металлургии, машиностроении, авиа­
ционной и космической технике и других сферах.

В ОЗТ необходимо определить неизвестные характеристики тепловых про­
цессов по некоторой экспериментально полученной информации о выходной
величине — температурном поле, опосредованно содержащем проявления иско­
мых характеристик. Такие задачи в исходной постановке относятся к числу
некорректно поставленных, и обычно для получения их устойчивых решений
требуется применение специального математического аппарата.

Теория некорректных задач математической физики была создана осново­
полагающими работами академиков А.Н. Тихонова, М.М. Лаврентьева
и В.К. Иванова и получила дальнейшее развитие в их работах и работах В.Я. Ар­
сенина, А.Л. Бухгейма, Ф.П. Васильева, В.В. Васина, В.Б. Гласко, A.M. Денисо­
ва, С.И. Кабанихина, В.А. Морозова, А.И. Прилепко, В.Г. Романова, В.П. Тана­
ны, A.M. Федотова, А.Г. Яголы, Р. Латтеса, Ж.Л. Лионса, J. Gullum, К. Miller
и многих других, и к настоящему моменту является одним из основных направ­
лений современной прикладной математики.

Значительные результаты в разработке методов решения ОЗТ в области
технологической теплофизики получены О.М. Алифановым, Е.А. Артюхиным,
А.О. Ватульяном, Л.А. Коздобой, Ю.М. Мацевитым, А.В. Мултановским,
А.В. Ненарокомовым, Д.Ф. Симбирским, Н.В. Шумаковым, J.V. Beck, B. Black­
well, D.A. Murio, H.-J. Reinhardt и другими учеными.

Для преодоления некорректности постановки ОЗТ в основном используют­
ся два возможных пути. Первый основывается на сведении задачи к условно­
корректной постановке путем привлечения дополнительной информации об ис­
комом решении и соответствует поиску решений на компактных множествах.
Во втором подходе применяются классические алгоритмы нахождения прибли­
женных решений некорректно поставленных задач на основе численных мето­
дов регуляризации с использованием сглаживающих функционалов.

Существующие методы решения ОЗТ в основном сводятся к достаточно
сложным вычислительным алгоритмам, требующим высокой квалификации и
большого предварительного опыта пользователей, и не содержат анализ общих
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качественных характеристик и базовых свойств получаемых по предлагаемым
схемам идентифицируемых воздействий, на основе которых может быть постро­
ена в достаточной степени универсальная алгоритмически точная конструктив­
ная процедура поиска искомых величин, сравнительно просто реализуемая на
завершающем этапе с помощью стандартных численных методов.

Большие возможности дальнейшего развития методов решения ОЗТ в ука­
занном направлении содержатся применительно к широко распространенным
на практике экстремальным постановкам ОЗТ в форме минимизации темпера­
турных невязок в соответствующих функциональных пространствах.

Эффективное решение подобных задач оптимизации может быть реализо­
вано на базе современной теории и техники оптимального управления систе­
мами с распределенными параметрами (ТОУ СРП), в которых учитываются
особенности теплообменных процессов, связанные с пространственной распре­
деленностью управляемых величин.

Начиная с основополагающих работ А.Г. Бутковского, к настоящему време­
ни в трудах Г.Л. Дегтярева, А.И. Егорова, Ю.В. Егорова, В.А. Коваля, Ж.-Л. Ли­
онса, К.А. Лурье, И.М. Першина, В.И. Плотникова, Л.М. Пустыльникова,
Э.Я. Рапопорта, Т.К. Сиразетдинова, О.Ю. Торгашевой и других ученых полу­
чен ряд фундаментальных результатов, на базе которых могут быть построены
новые эффективные подходы к решению ОЗТ.

Учитывая изложенное, актуальной научно-технической задачей является
разработка новых эффективных и реализуемых на практике подходов к реше­
нию обратных задач теплопроводности, основанных на положениях современ­
ной теории оптимизации объектов с распределенными параметрами и сохраня­
ющих качественные особенности процессов нестационарной теплопроводности.

Диссертация посвящена разработке, теоретическому обоснованию, постро­
ению вычислительных алгоритмов и практическому применению нового кон­
структивного алгоритмически точного метода решения основного круга обрат­
ных задач технологической теплофизики в экстремальной постановке, обеспечи­
вающего нахождение физически реализуемых идентифицируемых воздействий
на компактных множествах последовательно параметризуемых искомых вели­
чин.

Объектом исследования являются процессы нестационарной теплопро­
водности, описываемые математическими моделями в виде линейных и нелиней­
ных дифференциальных уравнений в частных производных параболического
типа в одномерных и двумерных областях канонической формы.

Цели и задачи диссертационной работы:
Целью работы является совершенствование существующих методов реше­

ния обратных задач технологической теплофизики путем использования пред­
лагаемой процедуры их точной редукции к специальным условно-корректным
задачам последовательной параметрической оптимизации искомых идентифи­
цируемых воздействий, разрешаемым с помощью обоснованных в диссертации
конструктивных вычислительных процедур без применения численных регуля­
ризирующих алгоритмов.

Основные задачи в этом направлении сводятся к:
– разработке и теоретическому обоснованию процедуры редукции исходной

некорректно поставленной обратной задачи теплопроводности в экстре­
мальной постановке к условно-корректной ОЗТ путем сужения множе­
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ства искомых решений до компактного множества физически реализуе­
мых функций;

– построению и теоретическому обоснованию процедуры последовательной
параметризации искомых решений условно-корректной ОЗТ и ее дальней­
шей редукции к задаче минимизации оцениваемых в равномерной метрике
невязок между результатами температурных измерений и их модельными
представлениями;

– разработке и теоретическому обоснованию методов и вычислительных ал­
горитмов для решения полученной минимаксной задачи математического
программирования на основе специального метода параметрической оп­
тимизации, использующего альтернансные свойства оптимальных темпе­
ратурных распределений, подобные свойствам нелинейных чебышевских
приближений;

– разработке и теоретическому обоснованию процедуры последовательной
параметризации идентифицируемых воздействий в условно-корректных
ОЗТ на основе модального описания нестационарных температурных по­
лей;

– разработке и исследованию методик и вычислительных алгоритмов ре­
шения широкого круга задач по идентификации основных воздействий в
моделях процесса нестационарной теплопроводности: граничного теплово­
го потока, внутренних сосредоточенных или распределенных воздействий
по мощности внутреннего тепловыделения, а также зависящих от темпе­
ратуры или от пространственной координаты основных теплофизических
характеристик.
Научная новизна заключается в разработке, теоретическом обосновании

и технике применения для широкого круга технических приложений конструк­
тивного алгоритмически точного метода последовательной параметрической оп­
тимизации физически реализуемых решений обратных задач теплопроводности
на компактных множествах их определения. В работе получены следующие ос­
новные научные результаты в указанном направлении:

– Предложена и теоретически обоснована процедура редукции широкого
круга ОЗТ в экстремальной постановке к условно-корректным вариаци­
онным задачам оптимального управления бесконечномерным объектом
с распределенными параметрами по критерию минимизации температур­
ных невязок в равномерной метрике на интервале идентификации, кото­
рые отличаются от известных поиском физически реализуемых решений
ОЗТ на компактном множестве функций, непрерывных вместе со своими
первыми производными.

– Разработаны и обоснованы не имеющие известных аналогов алгоритмы
последовательной параметризации искомых решений минимаксной беско­
нечномерной вариационной задачи и ее точной редукции к задаче мини­
мизации на компактном множестве искомых параметров погрешностей
чебышевских приближений для отклонений температурных измерений от
их модельных описаний.

– Разработаны и обоснованы конструктивные методики алгоритмически точ­
ного решения параметризуемых задач нелинейных чебышевских прибли­
жений температурных невязок на временном интервале периода иденти­
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фикации заданной длительности применительно к основным постановкам
типовых ОЗТ.

– Предложен, разработан и теоретически обоснован не имеющий известных
аналогов метод идентификации упорядоченной совокупности модальных
составляющих граничных и внутренних пространственно-временных воз­
действий в ОЗТ (метод модальной идентификации) по результатам темпе­
ратурных измерений с последующим восстановлением искомых величин
в форме разложения в усеченный ряд по собственным функциям исследу­
емых краевых задач.

– Предлагаемые методы регуляризации и алгоритмы последовательной па­
раметрической оптимизации решений обратных задач теплопроводности
детализированы, конкретизированы и разработаны на уровне конструк­
тивных расчетных методик применительно к представляющим самостоя­
тельный научный интерес типичным обратным задачам технологической
теплофизики: коэффициентным обратным задачам, ОЗТ с идентифици­
руемыми начальными состояниями, граничными и внутренними, сосре­
доточенными, пространственно-распределенными и пространственно-вре­
менными воздействиями, описываемыми линейными и нелинейными од­
номерными и двумерными уравнениями теплопроводности.

Теоретическая и практическая значимость. В диссертации разрабо­
тан новый конструктивный метод нахождения с требуемой точностью физиче­
ски реализуемых решений обратных задач технологической теплофизики без
применения численных регуляризирующих алгоритмов, который может быть
использован для решения широкого круга ОЗТ по идентификации основных
характеристик и параметров процессов нестационарной теплопроводности при
реализации технологических процессов, а также для решения задач иденти­
фикации и оптимизации различных объектов технологической теплофизики и
других систем с распределенными параметрами, описываемых дифференциаль­
ными уравнениями в частных производных параболического типа.

Предлагаемый метод обеспечивает повышение точности и снижение тру­
доемкости при идентификации основных не подлежащих непосредственному
измерению характеристик процесса теплопроводности и позволяет получить ис­
комые воздействия в удобной для практического использования параметризо­
ванной форме.

Практическая значимость работы заключается в разработанном специаль­
ном математическом, алгоритмическом и программном обеспечении, которое
может быть непосредственно использовано для решения конкретных ОЗТ в раз­
личных технических приложениях.

На основе разработанного метода выполнены исследования основных теп­
лофизических параметров теплопроводности и термоупругости полимерных и
композиционных материалов при составлении их паспортных характеристик.
Полученные результаты используются при планировании экспериментальных
исследований процессов нестационарной теплопроводности и термоупругости.
Предложенные автором методики использованы в практике определения режи­
мов индукционного нагрева при производстве алюминиевых полуфабрикатов.

Результаты исследований применены при проведении идентификации ма­
тематических моделей при создании компьютерного тренажёра основного тех­
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нологического оборудования Стерлитамакской ТЭЦ и Новостерлитамакской
ТЭЦ, филиалов ООО «Башкирская генерирующая компания».

Реализация результатов исследований. Полученные в работе теоре­
тические положения и практические результаты использованы:

– при выполнении НИР по проектам Российского Фонда Фундаментальных
Исследований «Методы и алгоритмы оптимизации процессов нестацио­
нарной теплопроводности в технологических объектах с распределёнными
параметрами» (№ 18-08-00565); «Разработка и теоретическое обоснование
алгоритмически точного метода решения векторных задач оптимального
управления техническими объектами с распределенными параметрами»
(№ 18-08-00048); «Применение специальных методов оптимизации для ре­
шения обратных задач теплопроводности» (№ 15-08-06872); «Аналитиче­
ские методы оценки и алгоритмы реализации программной управляемо­
сти детерминированных и не полностью определенных систем с распреде­
ленными параметрами» (№ 15-08-01347); «Разработка основ теории и мето­
дов построения систем управления многооперационными, непрерывными
технологическими процессами, гарантирующими достижение требуемого
эксплуатационного качества выпускаемой продукции» (№ 15-08-04209);
«Моделирование и управление объектами с распределёнными парамет­
рами с применением нечёткой логики» (№ 14-08-00446); «Аналитическое
конструирование агрегированных регуляторов в динамических системах с
распределенными параметрами» (№ 12-08-00277); «Разработка основ тео­
рии и методов реализации энергосберегающих систем оптимального управ­
ления технологическими процессами изолирования проводных кабелей свя­
зи» (№ 11-08-01171); «Разработка методов структурного моделирования
объектов и систем управления с распределёнными параметрами на базе
аппроксимации пространственного распределения информационных сиг­
налов» (№ 10-08-00754);

– при выполнении НИР по проектам: «Теория, вычислительные алгорит­
мы и технические приложения специальных методов математического мо­
делирования, идентификации и управления в сложноструктурированных
системах» (в рамках базовой части государственного задания в сфере на­
учной деятельности по Заданию № 1271 Минобрнауки РФ, 2014–2016 гг.);
«Теория построения и методы реализации стратегий программного и по­
зиционного управления техническими объектами с распределенными па­
раметрами» (в рамках базовой части государственного задания в сфере
научной деятельности по Заданию Минобрнауки РФ, 2012–2014 гг.); «Тео­
рия и приложения аналитических методов синтеза агрегированных систем
управления техническими объектами с распределенными параметрами»
(в рамках базовой части государственного задания в сфере научной дея­
тельности по Заданию Минобрнауки РФ, 2011 г.);

– при выполнении НИР по проекту «Теория, вычислительные алгоритмы
и технические приложения точных методов решения краевых задач опти­
мального управления системами с распределенными параметрами в усло­
виях чебышевских оценок заданных множеств», (федерально-целевая на­
учно-техническая программа 539/09, 2009–2011 гг.).
Материалы диссертационных исследований использованы в учебном про­
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цессе в ФГБОУ ВО «СамГТУ» при подготовке бакалавров и магистров по
направлениям 27.03.04 и 27.04.04 «Управление в технических системах»
и бакалавров по направлению 27.03.03 «Системный анализ и управление».
Методология и методы исследования. Для решения поставленных

задач использовались методы, основанные на системном подходе к решаемой
проблеме, в том числе методы теории оптимального управления системами с
распределенными параметрами, теории систем автоматического управления,
теории тепло- и массопереноса, аппарат конечных интегральных преобразова­
ний, методы численного и компьютерного моделирования: методы численного
интегрирования и дифференцирования, численные методы аппроксимации и
сглаживания экспериментальных данных.

Положения, выносимые на защиту:
1. Метод редукции ОЗТ к условно-корректной вариационной задаче мини­

мизации температурных невязок, оцениваемых в равномерной метрике на
компактном множестве физически реализуемых искомых решений.

2. Алгоритмы последовательной параметризации искомых решений мини­
максной вариационной задачи и ее последующей точной редукции к за­
даче нелинейных чебышевских приближений для отклонений температур­
ных измерений от их модельных описаний.

3. Конструктивные методики и результаты алгоритмически точного реше­
ния параметризуемых задач минимизации ошибок равномерного прибли­
жения температурных невязок на интервале идентификации заданной
длительности применительно к основным постановкам ОЗТ.

4. Метод и алгоритмы модальной идентификации в обратных задачах теп­
лопроводности.

5. Результаты решения обратных задач теплопроводности применительно к
ответственным промышленным объектам технологической теплофизики.
Степень достоверности и апробация результатов. Основные резуль­

таты диссертации докладывались и обсуждались на следующих конференци­
ях: Международная научная конференция «2018 International Multi-Conference
on Industrial Engineering and Modern Technologies (FarEastCon)» (Владивосток,
2018 г.); XX международная конференция «Проблемы управления и моделиро­
вания в сложных системах» (Самара, 2018 г.); X Всероссийская конференция
по механике деформируемого твердого тела (Самара, 2017 г.); XVIII между­
народная конференция «Проблемы управления и моделирования в сложных
системах» (Самара, 2016 г.); XXIX международная научная конференция «Ма­
тематические методы в технике и технологиях» (Самара, 2016 г.); VII междуна­
родная научная конференция молодых ученых «Электротехника. Электротех­
нология. Энергетика» (ЭЭЭ-2015) (Новосибирск, 2015 г.); XVI международная
конференция «Проблемы управления и моделирования в сложных системах»
(Самара, 2014 г.); I международная научная конференция молодых ученых
«Электротехника. Энергетика. Машиностроение» (ЭЭМ–2014)» (Новосибирск,
2014 г.); международная научно-практическая конференция «Техника и техно­
логии: Пути инновационного развития», (Курск, 2011 г.); XII международная
конференция «Проблемы управления и моделирования в сложных системах»
(Самара, 2010 г.); международная научно-техническая конференция «Инфор­
мационные, измерительные и управляющие системы (ИИУС-2010)», (Самара,
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2010 г.); международная научная конференция «Проблемы управления, пере­
дачи и обработки информации» (АТМ-ТКИ-50) (Саратов, 2009 г.); XI меж­
вузовская конференция «Математическое моделирование и краевые задачи»
(Самара, 2001 г.); международная научно-техническая конференция «Качество,
безопасность и энергосбережение» (Самара, 1998 г.); VII межвузовская конфе­
ренция «Математическое моделирование и краевые задачи» (Самара, 1997 г.);
VI межвузовская конференция «Математическое моделирование и краевые за­
дачи» (Самара, 1996 г.).

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 44 печатных ра­
ботах, из них 5 статей в рецензируемых журналах, состоящих в системах Web
of Science и Scopus: [1—5], 14 статей в рецензируемых журналах из перечня
ВАК [6—19], 22 публикации в других изданиях, сборниках научных трудов,
материалов конференций разного уровня [20—41], 1 свидетельство о государ­
ственной регистрации программы для ЭВМ [42], 2 учебных пособия [43; 44].

Личный вклад автора. Основные положения и результаты диссертаци­
онной работы получены автором лично. Постановка научной проблемы, поста­
новка и решение задач исследования, непосредственное выполнение основной
части работы, выполненной в соавторстве, принадлежат автору. В [2; 3; 5; 24]
автором разработана концепция решения обратных задач теплопроводности,
методы исследования проблемы параметрической оптимизации решений обрат­
ных задач теплопроводности на множествах непрерывных и непрерывно-диф­
ференцируемых функций. В [10; 12] автором предложены, разработаны, иссле­
дованы и экспериментально отлажены методы решения ОЗТ. В [16; 17; 25—28;
30] выполнена постановка задачи, реализована методика решения задач иссле­
дования. Работы [1; 4; 6—9; 11; 13—15; 20—23; 29; 42] выполнены без соавторов.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,
обзора литературы, 6 глав, заключения и библиографии. Общий объем дис­
сертации 247 страниц, из них 221 страниц текста, включая 80 рисунков и 22
таблицы. Библиографический список включает 209 наименований.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор­
мулирована цель и аргументирована научная новизна исследований, показана
практическая значимость полученных результатов, представлены выносимые
на защиту научные положения.

В первой главе рассмотрена научная проблема системного анализа об­
ратных задач технологической теплофизики, позволяющих восстанавливать не­
известные характеристики или параметры теплофизических объектов и систем
или процессов теплопроводности на основе измерений их состояний, показаны
области применения ОЗТ и их роль в теплофизических исследованиях в про­
мышленности и в лабораторных условиях, отражены основные исследуемые
в диссертации аспекты общей научной проблемы (табл. 1).

Приведена используемая в работе классификация обратных задач тепло­
проводности в соответствии с принадлежностью искомых характеристик иссле­
дуемых процессов нестационарной теплопроводности какому-либо классу, кото­
рая позволяет систематизировать рассматриваемые в диссертационной работе
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ОЗТ как граничные (идентификация граничных условий), внутренние, кото­
рые подразделяются на задачи определения сосредоточенного, пространствен­
ного или пространственно-временного закона изменения мощности внутренних
тепловых источников и задачи определения теплофизических характеристик,
и ретроспективные (определение начального состояния) ОЗТ.

Проведен обзор и дан анализ современного состояния методов решения
обратных задач теплопроводности, как правило, являющихся некорректно по­
ставленными задачами, в которых нарушено условие корректности по Адамару,
в частности, условие устойчивости решения относительно погрешности входных
данных, что обусловливает необходимость применения специального математи­
ческого аппарата для их решения.

Для эффективного решения ОЗТ необходимо сформулировать иную — кор­
ректную постановку задачи, основу которой составляет понятие регуляризиру­
ющего алгоритма как способа приближенного решения некорректно поставлен­
ной задачи с приближенно известной входной информацией.

Использование регуляризирующей последовательности операторов ℜ𝑛 поз­
воляет устойчивым образом находить приближенное решение обратных задач,
которое стремится к точному решению с ростом числа 𝑛.

Разработанное на сегодняшний день большое число специальных (регу­
лярных) методов решения обратных задач, предусматривающих замену исход­
ной некорректной задачи задачей или последовательностью задач, корректных
в обычном смысле, основывается на одном из двух подходов.

Методы решения ОЗТ, такие как: методы обращения математической мо­
дели, методы подбора, квазиобращений, итерационные методы и многие дру­
гие, — построены на базовом универсальном подходе, предложенном А.Н. Ти­
хоновым, позволяют находить приближенные решения, устойчивые к малым
изменениям исходных данных, для существенно некорректных задач на осно­
ве численных регуляризирующих алгоритмов. Такие подходы находят широкое
применение при решении ОЗТ и интенсивно развиваются в работах О.М. Али­
фанова, Е.А. Артюхина, Дж. Бека, В.Б. Гласко, В.А. Морозова, А.В. Нена­
рокомова, Ю.В. Полежаева, П.В. Просунцова, С.В. Резника и других извест­
ных исследователей-теплофизиков. В работах Дж. Бека, А.Е. Воскобойникова,
Ю.М. Мацевитого, Д.Ф. Симбирского, J. Hodge используются рекуррентные
(последовательные) методы параметрической идентификации, такие как моди­
фицированные алгоритмы цифрового фильтра Калмана и другие.

Другой подход предусматривает приведение обратной задачи к коррект­
ной постановке того или иного типа на основе использования дополнительной
информации об искомом решении. Введение задачи в класс корректности (при­
ведение к условно-корректной постановке) может осуществляться на основе уче­
та в постановке задачи условия компактности множества искомых решений,
означающее использование количественной информации о решении или путем
расширения понятия решения до понятия квазирешения, восстанавливающего
все условия корректности.

Эффективным для научно-технических приложений подходом к решению
ОЗТ являются экстремальные постановки с последующей параметрической иден­
тификацией (оптимизацией), которая может быть основана на методах теории
оптимального управления системами с распределенными параметрами.
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К рассматриваемому классу ОЗТ может быть применен центральный ре­
зультат ТОУ СРП — принцип максимума Понтрягина, — позволяющий априори
установить структуру идентифицируемых величин, рассматриваемых в каче­
стве оптимальных управляющих воздействий, с точностью до некоторого век­
тора упорядоченной последовательности параметров.

В диссертационной работе определение этого вектора параметров произво­
дится на основе разработанного профессором Э.Я. Рапопортом точного метода
решения краевых задач оптимального управления объектами с распределен­
ными параметрами (ОРП), предусматривающего на этапе постановки задачи
задание целевого множества допустимых конечных состояний ОРП в бесконеч­
номерном фазовом пространстве с оценкой точности приближения результиру­
ющего состояния оптимального процесса к требуемому конечному состоянию
в равномерной (чебышевской) метрике в пределах всей области изменения про­
странственной переменной ОРП.

В соответствии со сказанным, актуальная проблема решения обратных за­
дач технологической теплофизики сводится к построению регулярных решений
ОЗТ на компактных множествах искомых параметризуемых воздействий, исхо­
дя из требований их физической реализуемости, для чего используются методы
теории оптимального управления СРП в виде необходимых условий оптималь­
ности в форме принципа максимума и алгоритмически точный метод решения
краевых задач оптимального управления ОРП при оценке точности приближе­
ния результирующего состояния оптимального процесса к требуемому распре­
делению в равномерной метрике.

Во второй главе приведено описание и теоретическое обоснование раз­
работанного метода минимаксной оптимизации для решения обратных задач
теплопроводности. Вначале основные положения метода минимаксной оптими­
зации рассматриваются применительно к основной базовой модели ОЗТ в виде
линейных краевых задач, в дальнейшем полученные результаты распространя­
ются на решение более сложных ОЗТ.

Линейная одномерная модель температурного поля 𝜃(𝑥, 𝜙), зависящего от
числа Фурье 𝜙 и пространственной координаты 𝑥 ∈ [0, 1], в процессе нестаци­
онарной теплопроводности с внутренним тепловыделением, характеризуемым
функцией Ψ(𝑥)𝑣(𝜙), описывается уравнением

𝜕𝜃(𝑥, 𝜙)

𝜕𝜙
=

(︁𝜕2𝜃(𝑥, 𝜙)

𝜕𝑥2
+

Γ

𝑥

𝜕𝜃(𝑥, 𝜙)

𝜕𝑥

)︁
+Ψ(𝑥)𝑣(𝜙); 0 < 𝑥 < 𝐿; 0 < 𝜙 ≤ 𝜙*, (1)

с заданными начальными
𝜃(𝑥, 0) = 𝜃0(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝐿] (2)

и граничными условиями второго
𝜕𝜃(𝐿, 𝜙)

𝜕𝑥
= 𝑞(𝜙);

𝜕𝜃(0, 𝜙)

𝜕𝑥
= 0; 𝜙 ∈ [0, 𝜙*] (3)

или третьего рода
𝜕𝜃(𝐿, 𝜙)

𝜕𝑥
+ Bi · 𝜃(𝐿, 𝜙) = Bi · 𝜃𝑐(𝜙);

𝜕𝜃(0, 𝜙)

𝜕𝑥
= 0; 𝜙 ∈ [0, 𝜙*], (4)

где Γ ∈ {1, 2, 3}— коэффициент формы нагреваемого тела.
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В диссертационной работе разработаны методы параметрической оптими­
зации, ориентированные на решение внутренней, граничной и ретроспективной
ОЗТ в экстремальных постановках. позволяющие идентифицировать одну из
следующих функций:

– сосредоточенная мощность внутренних теплоисточников 𝑣(𝜙) (во внутрен­
ней ОЗТ);

– закон их пространственного распределения Ψ(𝑥) ( также во внутренней
ОЗТ);

– плотность теплового потока 𝑞(𝜙) на границе 𝑥 = 𝐿 (в граничной ОЗТ);
– или пространственное распределение температур 𝜃0(𝑥) в начальный мо­

мент времени (в ретроспективной ОЗТ).
Для решения ОЗТ задана дополнительная информация о температуре,

в качестве которой при решении внутренних, граничных и ретроспективных
ОЗТ в первой постановке используются температурные измерения 𝜃*(𝜙), по­
лученные на определенном временном интервале идентификации 𝜙 ∈ [0, 𝜙*]
в некоторой фиксированной пространственной точке 𝑥*, или «финальные» на­
блюдения о пространственно-непрерывном распределении температур 𝜃*(𝑥),
𝑥 ∈ [0, 𝐿] в некоторый фиксированный (финальный) момент времени 𝜙* (во
второй постановке ретроспективной ОЗТ).

Разработанный метод решения ОЗТ основывается на теории оптимально­
го управления объектами с распределенными параметрами, в соответствии с
которой подлежащая идентификации характеристика рассматривается в каче­
стве оптимального управления 𝑢 ∈ {𝑢𝑖} = {𝑣(𝜙),Ψ(𝑥), 𝑞(𝜙), 𝜃0(𝑥)}, 𝑖 = 1, 4, для
которого задаются условия его принадлежности

𝑢 ∈ 𝑉, 𝑉 = {𝑉𝑖}, 𝑖 = 1, 4 (5)
множеству 𝑉 достаточно гладких функций соответствующего аргумента 𝜙 или 𝑥.

Оценивание абсолютного отклонения модельного значения температурно­
го поля 𝜃(𝑥*, 𝜙) или 𝜃(𝑥, 𝜙*) от требуемого распределения 𝜃*(𝜙) или 𝜃*(𝑥) на
заданном временном [0, 𝜙*] ∋ 𝜙 или пространственном [0, 𝐿] ∋ 𝑥 интервале осу­
ществляется в равномерной метрике. На этом основании формулируется ОЗТ
в экстремальной постановке.

Задача поиска сосредоточенного внутреннего или граничного воздействия
и ретроспективная ОЗТ в первой постановке предусматривает поиск такого под­
чиненного ограничению (5) управляющего воздействия 𝑢, при котором на за­
данном временном интервале [0, 𝜙*] ∋ 𝜙 достигается минимакс

𝐼
(𝑖)
1 (𝑢) = max

𝜙∈[0,𝜙*]
|𝜃(𝑥*, 𝜙)− 𝜃*(𝜙)| → min

𝑢∈𝑉𝑖

, 𝑖 = 1, 4. (6)

Ретроспективная ОЗТ во второй постановке предусматривает определе­
ние подчиненного ограничению (5) управляющего воздействия 𝑢 = 𝜃0(𝑥), обес­
печивающего на заданной области изменения пространственной переменной
[0, 𝐿] ∋ 𝑥 выполнение минимаксного соотношения

𝐼
(5)
1 (𝑢) = max

𝑥∈[0,𝐿]
|𝜃(𝑥, 𝜙*)− 𝜃*(𝑥)| → min

𝑢∈𝑉4

. (7)

Специфической особенностью разработанного метода является поиск реше­
ний на компактном множестве 𝑉 физически реализуемых на интервале иденти­
фикации функций на основе требований достаточной гладкости искомых реше­
ний. Для этого за управление вместо функции 𝑢 принимается ее 𝑘-ая производная
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𝑤(𝜙) =
𝑑𝑘𝑢(𝜙)

𝑑𝜙𝑘
, 𝑘 > 1 (8)

или

𝑤(𝑥) =
𝑑𝑘𝑢(𝑥)

𝑑𝑥𝑘
, 𝑘 > 1 (9)

по соответствующему временному 𝜙 или пространственному 𝑥 аргументу, под­
чиненная типовому ограничению на максимально допустимое (априори неиз­
вестное) значение

|𝑤(𝜙)| ≤ |𝑤(𝜙)
max|, 𝜙 ∈ [0, 𝜙*] (10)

или
|𝑤(𝑥)| ≤ |𝑤(𝑥)

max|, 𝑥 ∈ [0, 𝐿], (11)
что гарантирует на интервале идентификации непрерывность функции вместе
с ее 𝑘 − 1 производными. Случай 𝑘 = 2 обеспечивает поиск управляющего воз­
действия в классе непрерывных и непрерывно-дифференцируемых функций со­
ответствующей временной или пространственной переменной. Указанный класс
образует компактное множество, и тем самым, соответствует приведению исход­
ной задачи (6), (8) (10) или (7) (9) (11) к условно-корректной постановке.

Новое (условное) управляющее воздействие 𝑤 по второй производной от 𝑢
связано с идентифицируемой характеристикой системой уравнений по соответ­
ствующему временному

𝑑𝑢(𝜙)

𝑑𝜙
= 𝜈(𝜙),

𝑑𝜈(𝜙)

𝑑𝜙
= 𝑤(𝜙), 𝑢(0) = 𝑢0, 𝜈(0) = 𝑢′𝜙(0) = 𝜈 0; (12)

или пространственному аргументу

𝑑𝑢(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝜈(𝑥),

𝑑𝜈(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑤(𝑥), 𝑢(0) = 𝑢0, 𝜈(0) = 𝑢′𝑥(0) = 𝜈 0. (13)

Априори неизвестные предельные величины 𝑤max в (10), (11) и соответству­
ющие начальные значения 𝑢0 и 𝑢′(0) в (12) и (13) в каждой из ОЗТ относятся к
числу искомых параметров, которые должны быть определены на последующем
этапе решения задачи.

В задачах восстановления сосредоточенных воздействий 𝑣(𝜙) или 𝑞(𝜙) ис­
пользуется точное описание температурного поля в виде бесконечной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка относительно
коэффициентов (временных мод) разложения 𝜃(𝑥, 𝜙) в бесконечный ряд по соб­
ственным функциям тепловой задачи, которое позволяет следующим образом
сформулировать задачу оптимального управления.

Требуется для объекта управления, заданного точной бесконечномерной
моделью, найти стесненное ограничением (10) условное управляющее воздей­
ствие 𝑤0(𝜙), при котором на заданном интервале идентификации [0, 𝜙*] дости­
гается минимальная величина функционала

𝐼
(1)
2 (𝑤(𝜙)) = max

𝜙∈[0,𝜙*]
|𝜃(𝑥*, 𝜙)− 𝜃*(𝜙)| → min

𝑤(𝜙)
. (14)
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При решении задачи идентификации пространственно распределенных воз­
действий используется точное математическое описание объекта в виде обыкно­
венного дифференциального уравнения относительно изображения ̃︀𝜃(𝑥, 𝑝) тем­
пературного поля, где ”𝑝”— оператор Лапласа, что приводит к следующей за­
даче оптимального управления.

Для объекта управления с распределенными параметрами, заданного точ­
ной моделью в изображениях Лапласа, требуется найти стесненное ограничени­
ем (11) управляющее воздействие 𝑤0(𝑥), при котором на интервале идентифи­
кации [0, 𝜙*] достигается минимальная величина функционала

𝐼
(2)
2 (𝑤(𝑥)) = max

𝜙∈[0,𝜙*]
|𝜃(𝑥*, 𝜙)− 𝜃*(𝜙)| → min

𝑤(𝑥)
. (15)

Во второй постановке ретроспективной ОЗТ минимаксный функционал
принимает вид

𝐼
(3)
2 (𝑤(𝑥)) = max

𝑥∈[0,1]
|𝜃(𝑥, 𝜙*)− 𝜃*(𝑥)| → min

𝑤(𝑥)
. (16)

Для использования методов ТОУ СРП осуществляется редукция получен­
ных минимаксных задач оптимального управления (14), (15), (16), к типичным
вариационным задачам с интегральным функционалом качества вида

𝐼
(𝑖)
3 (𝑤𝑖, 𝜅) =

1

𝜙*

∫︁ 𝜙*

0

𝜅𝑑𝜙 = 𝜅 → min
𝑤𝑖,𝜅

, 𝑖 = 1, 3; 𝜅 = const (17)

при дополнительном фазовом ограничении

|𝜃(𝑥*, 𝜙)− 𝜃*(𝜙)| − 𝜅 ≤ 0, 𝜙 ∈ (0, 𝜙*) (18)

применительно к функционалу (14).
При поиске пространственно-распределенных управлений 𝑤(𝑥) функцио­

нал принимает вид

𝐼
(𝑖)
3 (𝑤, 𝜅) =

∫︁ 1

0

𝜅𝑑𝑥 = 𝜅 → min
𝑤𝑖,𝜅

, 𝑥* ∈ [0, 1] , 𝑖 = 2, 4; 𝜅 = const, (19)

который при решении задачи (15) дополняется фазовым ограничением в форме
(18) или при решении задачи (16) – в форме

|𝜃(𝑥, 𝜙*)− 𝜃*(𝑥)| − 𝜅 ≤ 0, 𝑥 ∈ [0, 1] . (20)

Тем самым, оптимальное программное управление 𝑤0(𝜙) или 𝑤0(𝑥) состо­
ит из интервалов, где фазовые ограничения (18) или (20) выполняются со зна­
ком строгого неравенства, и отдельных участков, на протяжении которых дан­
ные ограничения соблюдаются в виде равенств (участков движения по ограни­
чению).

В обосновываемом далее предположении, что фазовое ограничение (18)
или (20) нигде на интервале идентификации соответствующей переменной (вре­
мени или координаты) не нарушается, для решения рассматриваемых ОЗТ
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с критериями оптимальности (17), (19) применяется подход, основанный на
непосредственном использовании необходимых условий оптимальности в фор­
ме принципа максимума Понтрягина для задач оптимального управления ОРП
без учета фазовых ограничений, который позволяет установить в явной фор­
ме характер оптимальных алгоритмов изменения во времени сосредоточенных
𝑢(𝜙) или распределенных 𝑢(𝑥) управлений.

Применение необходимых условий оптимальности в форме принципа мак­
симума Понтрягина позволяет получить параметрическое представление услов­
ных оптимальных управлений в виде кусочно-постоянных функций времени

𝑤0
𝑖 (𝜙) = 𝛽𝑖(−1)𝑗+1𝑤𝑖max;

𝑗−1∑︀
𝑚=0

Δ̃
(𝑖)
𝑚 < 𝜙 <

𝑗∑︀
𝑚=0

Δ̃
(𝑖)
𝑚 ; 𝑗 = 1, 𝑁 ;

𝛽𝑖 = ±1; Δ̃
(𝑖)
0 = 0;

𝑁∑︀
𝑚=0

Δ̃
(𝑖)
𝑚 = 𝜙*, 𝑖 = 1, 3,

(21)

или пространственной координаты

𝑤0
𝑖 (𝑥) = 𝛽𝑖(−1)𝑗+1𝑤𝑖 max;

𝑗−1∑︀
𝑚=0

Δ̃
(𝑖)
𝑚 < 𝑥 <

𝑗∑︀
𝑚=0

Δ̃
(𝑖)
𝑚 ; 𝑗 = 1, 𝑁 ;

𝛽𝑖 = ±1; Δ̃
(𝑖)
0 = 0;

𝑁∑︀
𝑚=0

Δ̃
(𝑖)
𝑚 = 1, 𝑖 = 2, 4

(22)

для сосредоточенных или пространственно распределенных управляющих воз­
действий соответственно, где Δ̃

(𝑖)
𝑛 обозначают длительности знакочередующих­

ся интервалов постоянства 𝑤0.
Тем самым, рассмотренный подход реализует предварительную парамет­

ризацию управляющих воздействий, которые однозначно характеризуются со­
ответствующим зависящим от заданного числа 𝑁 вектором параметров Δ̃(𝑖) ∈
{Δ̃(𝑖)

𝑛 , 𝑛 = 1, 𝑁 ; 𝑖 ∈ 1, 4}.
Релейный характер условных управляющих воздействий 𝑤 позволяет по­

лучить с учетом уравнений (12), (13) параметрическое представление идентифи­
цируемых величин 𝑢 в форме кусочно-параболических зависимостей от времени

𝑢0(𝜙) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛾
(𝑖)
1 + 𝛾

(𝑖)
2 𝜙+ 𝛽𝑖·𝑤𝑖 max

2 𝜙2, 𝛽𝑖 = ±1, 𝜙 ∈ [0, Δ̃
(𝑖)
1 ], 𝑛 ≥ 1;

𝛾
(𝑖)
1 + 𝛾

(𝑖)
2 𝜙+ 𝛽𝑖·𝑤𝑖 max

2 𝜙2 + 𝛽𝑖 · 𝑤𝑖 max

𝑗∑︀
𝑘=2

(−1)𝑘+1
(︁
𝜙−

𝑘−1∑︀
𝑠=1

Δ̃
(𝑖)
𝑠

)︁2

,

𝛽𝑖 = ±1,
𝑗−1∑︀
𝑠=1

Δ̃
(𝑖)
𝑠 ≤ 𝜙 ≤

𝑗∑︀
𝑠=1

Δ̃
(𝑖)
𝑠 , 𝑗 = 2, 𝑛, 𝑛 ≥ 2

(23)

при идентификации 𝑣(𝜙), 𝑞(𝜙) (𝑖 = 1, 3) или, в случае поиска Ψ(𝑥), 𝜃0(𝑥), имеет
аналогичную структуру функции пространственной координаты (𝑖 = 2, 4)

𝑢0(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝛾
(𝑖)
1 + 𝛾

(𝑖)
2 𝑥+ 𝛽𝑖·𝑤𝑖 max

2 𝑥2, 𝛽𝑖 = ±1, 𝑥 ∈ [0, Δ̃
(𝑖)
1 ], 𝑛 ≥ 1;

𝛾
(𝑖)
1 + 𝛾

(𝑖)
2 𝑥+ 𝛽𝑖·𝑤𝑖 max

2 𝑥2 + 𝛽𝑖 · 𝑤𝑖 max

𝑗∑︀
𝑘=2

(−1)𝑘+1
(︁
𝑥−

𝑘−1∑︀
𝑠=1

Δ̃
(𝑖)
𝑠

)︁2

,

𝛽𝑖 = ±1,
𝑗−1∑︀
𝑠=1

Δ̃
(𝑖)
𝑠 ≤ 𝑥 ≤

𝑗∑︀
𝑠=1

Δ̃
(𝑖)
𝑠 , 𝑗 = 2, 𝑛, 𝑛 ≥ 2.

(24)
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В этом случае искомые управления 𝑢(𝜙), 𝑢(𝑥) однозначно характеризуются
соответствующим вектором параметров

Δ(𝑖) = (Δ̃(𝑖), 𝑤𝑖max, 𝛾
(𝑖)), 𝑖 ∈ 1, 𝑁 ; 𝛾(1) = (𝑣(0), 𝑣′(0));

𝛾(2) = (Ψ(0),Ψ′(0)); 𝛾(3) = (𝑞(0), 𝑞′(0)); 𝛾(4) = (𝜗(0), 𝜗′(0)),
(25)

заданным на замкнутом ограниченном множестве 𝐷𝑁+2 ∋ Δ(𝑖) и содержащим
кроме искомых величин Δ̃(𝑖) априори неизвестные значения учитываемых огра­
ничений 𝑤𝑖max, 𝑖 ∈ 1, 𝑁 в (10), (11) и начальных значений 𝑢0, 𝜈0 в (12) или (13).

Общее решение краевой задачи (1)–(3) или (1), (2) и (4), заданное в инте­
гральной форме с ядрами 𝐾0, 𝐾1, 𝐾2 интегральных операторов, однозначным
образом связанными с функцией Грина 𝐺,

𝜃(𝑥, 𝜙) =

∫︁ 1

0

𝐾0(𝑥, 𝜉, 𝜙)𝜃0(𝜉)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝜙

0

∫︁ 1

0

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜙− 𝜏)𝑔0(𝜉, 𝜏)𝑑𝜉𝑑𝜏+

+

∫︁ 𝜙

0

𝐾1(𝑥, 0, 𝜙− 𝜏)𝑔1(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝜙

0

𝐾2(𝑥, 1, 𝜙− 𝜏)𝑔2(𝜏)𝑑𝜏 (26)

описывает влияние начального распределения 𝜃0(𝑥), сосредоточенных входных
воздействий по граничным условиям 𝑔1(𝜙), 𝑔2(𝜙) и пространственно-временного
внутреннего входного воздействия 𝑔0(𝑥, 𝜙) при учете найденного параметриче­
ского представления идентифицируемых величин (23) или (24), позволяет по­
лучить выражение для температурного поля 𝜃(𝑥, 𝜙), которое также однозначно
характеризуется соответствующим вектором Δ(𝑁) на замкнутом ограниченном
множестве параметров 𝐷𝑁+2 ∋ Δ(𝑖) и может быть представлено в форме суммы
реакций Φ𝑖,Λ𝑖,Λ𝑖, зависящих от искомых составляющих 𝛾(𝑖), 𝑤𝑖max, Δ̃

(𝑖) вектора
параметризуемых идентифицируемых воздействий

𝜃(𝑥, 𝜙,Δ(𝑖)) =

{︂
Φ𝑖(𝑥, 𝜙, 𝛾

(𝑖)) + Λ𝑖(𝑥, 𝜙, 𝑤𝑖max), 𝑛 = 1;
Φ𝑖(𝑥, 𝜙, 𝛾

(𝑖)) + Λ𝑖(𝑥, 𝜙, 𝑤𝑖max) + Λ𝑖(𝑥, 𝜙, 𝑤𝑖max, Δ̃
(𝑖)), 𝑛 ≥ 2.

(27)

Полученное параметрическое представление температурного поля (27) сво­
дит задачу (14), (15) или (16) к соответствующим задачам математического про­
граммирования. Таким образом, формулируется специальная негладкая задача
математического программирования (СЗМП) относительно искомого вектора
параметров Δ = (Δ̃, 𝑤max, 𝑢(0), 𝑢

′(0)) временной или пространственной пере­
менной, принадлежащего замкнутому ограниченному множеству 𝐷𝑁+2 и обес­
печивающего для задачи (17) выполнение соотношения

𝐼
(𝑖)
0 (Δ(𝑖)) = max

𝜙∈[0,𝜙0]

⃒⃒⃒
𝜃(𝑥*, 𝜙,Δ(𝑖))− 𝜃*(𝜙)

⃒⃒⃒
→ min

Δ(𝑖)
, 𝑖 = 1, 4, (28)

а при решении задачи (16) — минимаксного критерия

𝐼0(Δ
(4)) = max

𝑥∈[0,1]

⃒⃒⃒
𝜃(𝑥, 𝜙*,Δ(4))− 𝜃*(𝑥)

⃒⃒⃒
→ min

Δ(4)
. (29)
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Тем самым, проведенные преобразования, по существу, сводят исходные
ОЗТ к задачам построения кусочно-параболических сплайн-аппроксимаций ви­
да (23) или (24), оптимальных по минимаксному критерию (28) или (29), для
идентифицируемых характеристик 𝑢 = {𝑣(𝜙),Ψ(𝑥), 𝑞(𝜙), 𝜃0(𝑥)}.

Сформулированные задачи (28) и (29) предусматривают оценивание откло­
нения расчетного состояния 𝜃(𝑥*, 𝜙) или 𝜃(𝑥, 𝜙*) от экспериментально заданно­
го 𝜃*(𝜙) или 𝜃*(𝑥) на соответствующем временном [0, 𝜙*] ∋ 𝜙 или пространствен­
ном [0, 1] ∋ 𝑥 интервале идентификации в равномерной (чебышевской) метрике
и образуют специальную задачу нелинейного программирования, предусматри­
вающую оптимизацию целевой функции конечного числа 𝑁 переменных Δ с
бесконечным числом ограничений по соответствующей переменной.

Решение полученной задачи (28) или (29) может быть осуществлено на ба­
зе специального метода, учитывающего альтернансные свойства оптимальных
решений, фиксирующих на интервале идентификации достижение знакочере­
дующихся максимальных по абсолютной величине значений невязки темпера­
турного поля в отдельных точках, число которых на единицу превышает число
искомых параметров. Указанное свойство позволяет составить замкнутую си­
стему соотношений для предельных значений температурных невязок в точках
альтернанса относительно всех неизвестных – вектора параметров Δ0 и значе­
ния минимакса 𝐼

(𝑖)
0 (Δ0).

При решении задачи (28) для 𝑖 = 1, 4 расчетная система соотношений
принимает вид

𝜃(𝑥*, 𝜙0
𝑗 ,Δ

0)− 𝜃*(𝜙0
𝑗) = ±(−1)𝑗+1𝐼

(𝑖)
0 (Δ0), 𝑗 = 1, 𝑁 + 3 (30)

и дополняется условиями существования экстремума (𝜃(𝑥*, 𝜙0
𝑗𝑠
,Δ0)− 𝜃*(𝜙0

𝑗𝑠
))′𝜙:

𝜕

𝜕𝜙

(︀
𝜃(𝑥*, 𝜙0

𝑗𝑠
,Δ0)− 𝜃*(𝜙0

𝑗𝑠
)
)︀
= 0, 𝑠 = 1, 𝑠1; 𝑠1 ≤ 𝑁 + 3 (31)

во внутренних точках 𝜙0
𝑗𝑠

интервала идентификации [0, 𝜙*], где 𝐼
(𝑖)
0 относится

к числу искомых величин.
При решении задачи (29) расчетные соотношения принимают вид замкну­

той системы для предельных разностей температур в точках альтернанса 𝑥0𝑗 на
заданном интервале изменения [0, 1] ∋ 𝑥 пространственной переменной 𝑥

𝜃(𝑥0𝑗 , 𝜙
*,Δ0)− 𝜃*(𝑥0𝑗) = ±(−1)𝑗+1𝐼

(4)
0 (Δ0), 𝑗 = 1, 𝑁 + 3 (32)

с учетом условий существования экстремума

𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝜃(𝑥0𝑗𝑠, 𝜙

*,Δ0)− 𝜃*(𝑥0𝑗𝑠)
)︀
= 0, 𝑠 = 1, 𝑠2; 𝑠2 ≤ 𝑁 + 3 (33)

во внутренних точках 𝑥0𝑗𝑠 интервала [0, 1] ∋ 𝑥.
Согласно (30), (31), значения |𝜃(𝑥*, 𝜙,Δ0) − 𝜃*(𝜙)|, 𝜙 ∈ (0, 𝜙*) достигают

своих предельно допустимых величин 𝐼
(𝑖)
0 (Δ0) только в точках альтернанса 𝜙0

𝑗

на интервале идентификации, подтверждая исходное предположение о выполне­
нии фазового ограничения (18) на оптимальном управлении (21) в задаче (28).
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Аналогичные выводы о выполнении фазового ограничения (20) на оптималь­
ном управлении (22) в задаче (29) можно сделать на основании альтернансных
соотношений (32), (33).

Постановка минимаксной задачи оптимизации на компактном 

множестве непрерывных и непрерывно-дифференцируемых 

функций на основе точного математического описания ОРП

  max

2 min
w

I w 

Эквивалентная постановка задачи оптимизации с интегральным 

критерием и дополнительным фазовым ограничением

  3
,

, minInt

w
I w


 

Процедура параметризации (определение структуры) оптимальных 

управлений на основе принципа максимума Понтрягина

 *

1: nw G 

Процедура параметризации идентифицируемых величин

  *

max 2: , (0), '(0), nu u u w G    

Редукция к задаче математического программирования

 

Решение задачи математического программирования 

альтернансным методом

 

Анализ корректности выполнения дополнительного фазового 

ограничения

 

Кусочно-параболическое представление идентифицируемой 

величины

 

0

 max

4 minI


 

Исходная экстремальная постановка ОЗТ при оценке 

температурной невязки в равномерной метрике

  max

1 min
u V

I u




  , ( )u u x

Рис. 1. Регулярная процедура минимаксной опти­
мизации в обратных задачах теплопроводности

C помощью кусочно-парабо­
лической аппроксимации 𝑢0(𝜙)
или 𝑢0(𝑥) вида (23) или (23) воз­
можно приблизить с любой тре­
буемой точностью любую непре­
рывную и непрерывно-дифферен­
цируемую функцию 𝑢(𝜙) или 𝑢(𝑥)
на соответствующем временном
[0, 𝜙*] ∋ 𝜙 или пространственном
[0, 1] ∋ 𝑥 интервале идентифи­
кации фиксированной длительно­
сти путем выбора соответствую­
щего значения 𝑁 и вектора пара­
метров Δ.

Следовательно, при 𝑁 → ∞
последовательность 𝐼𝑁0 , 𝑁 = 1, 2, . . .
минимальных значений функцио­
нала (28) или (29), достигаемых
на решениях соответствующей за­
дачи для заданного 𝑁 , сходится к
минимально возможной величине
𝐼*0 . При этом задача (28) или (29)
определения конечномерного век­
тора Δ0(𝑁) ∈ 𝐷𝑁+2, обеспечива­
ющего достижение 𝐼𝑁0 для каждо­
го конкретного значения 𝑁 вслед­
ствие принадлежности искомых
воздействий компактному множе­
ству непрерывных и непрерыв­
но дифференцируемых функций
(имеющих ограниченную первую
производную на интервале иден­
тификации) остается корректно
поставленной и при 𝑁 → ∞.

Отсюда следует возможность решения исходных ОЗТ практически с лю­
бой требуемой точностью путем решения ряда задач параметрической оптими­
зации (28) или (29) для возрастающих значений 𝑁 = 1, 2, . . . , 𝑁 0 до величины
𝑁 0, согласованной со значением 𝐼𝑁0 при учете погрешности задания экспери­
ментальных данных. В случае точного соответствия 𝜃* решению краевых задач
(1)–(3) или (1), (2) и (4) в точке 𝑥 = 𝑥* или в момент времени 𝜙 = 𝜙* величина
𝐼𝑁0 при 𝑁 → ∞ становится равной нулю.

Алгоритм изложенного метода минимаксной оптимизации решения ОЗТ
представлен на рис. 1.
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В третьей главе рассмотрены вопросы практического применения пред­
ставленного в главе 2 метода минимаксной оптимизации, разработаны методики
расчета и вычислительные алгоритмы решения базовых обратных задач тепло­
проводности с управляющими воздействиями различного типа (рис. 2) и прове­
ден анализ полученных результатов.

Для линейных одномерных внутренних, граничных и ретроспективных об­
ратных задач теплопроводности по идентификации функции внутренних со­
средоточенных или пространственно-распределенных воздействий, сосредото­
ченных граничных управлений и пространственно распределенного начально­
го состояния разработана совокупность методов минимаксной оптимизации на
компактных множествах кусочно-параболических функций; в рамках общих со­
отношений (14)–(16), (28) или (29) получены точные аналитические выраже­
ния параметрического представления искомых сосредоточенных или простран­
ственно-распределенных воздействий и сооответствующих им температурных
полей; выявлены специфические особенности предметной области при решении
каждого типа задач, позволяющие установить конфигурацию температурной
невязки. На этой основе с помощью альтернансного метода получены конкрет­
ные системы расчетных соотношений для каждого класса задач; проведен ана­
лиз зависимости точности решения ОЗТ от числа учитываемых параметров
при параметрическом представлении оптимального управляющего воздействия
(табл. 2, рис. 3), пространственной координаты точки регистрации эксперимен­
тальных данных и длительности интервала идентификации.

Разработан метод минимаксной оптимизации в коэффициентной задаче

Пространственно-

временное внутреннее 

воздействие F(x,t)

 

 

Методы модальной 

идентификации

 

Пространственно-

временное граничное 

управление    q(x,t)

 

1Rx

2),( Ryx 

Методы минимаксной оптимизации

 

Граничные ОЗТ

 

Линейные

 

Внутренние ОЗТ

 (определение 

источника)

consttTtq с ),(),(

Нелинейные

  
 amb

amb

TT

TTtq



 44)(

Мощность 

внутреннего 

тепловыделения

 )(tu

Пространственное 

распределение

 )(xW

Области одномерные, канонической формы
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Рис. 2. Разработанные методы параметрической оптимизации в обратных задачах теплопро­
водности
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теплопроводности для определения зависящих от температуры теплофизиче­
ских характеристик. Рассмотрены частные случаи решения коэффициентной
обратной задачи в линейной и нелинейной постановках на базе аналитических
моделей по определению постоянного среднего значения коэффициента темпе­
ратуропроводности или его параметров в рамках структуры, определяемой ана­
литическим решением. Применение метода минимаксной оптимизации в этих
случаях также позволяет свести задачу к условно-корректной постановке и осу­
ществить ее решение, основываясь на альтернансных свойствах искомых экс­
тремалей.

В рамках предложенного подхода разработан метод минимаксной оптими­
зации для решения коэффициентных ОЗТ по восстановлению коэффициента
теплопроводности 𝜆(𝑇 ), на основе численной нелинейной модели

𝑐(𝑇 )𝜌(𝑇 )
𝜕𝑇 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝜆(𝑇 )

𝜕𝑇 (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

)︁
; 0 < 𝑥 < 𝐿; 0 < 𝑡 ≤ 𝑡*, (34)

при заданных начальных условиях

𝑇 (𝑥, 0) = 𝑇0(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝐿] (35)

и граничных условиях второго рода:

𝜕𝑇 (0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 0; 𝜆(𝑇 )

𝜕𝑇 (𝐿, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝑞(𝑡); 𝑡 ∈ [0, 𝑡*]. (36)

Таблица 2. Погрешность 𝜀0𝜃 =
max |𝜃(𝑥*,𝜙,Δ(𝑁))−𝜃*(𝜙)|

𝜃*𝑚𝑎𝑥
·100% приближения температуры и ошибка

𝜀0𝑣=
max |𝑣(𝜙)−𝑣*(𝜙)|

𝑣*𝑚𝑎𝑥
· 100% аппроксимации мощности тепловыделения при 𝑁=1, 8, 𝜙*=1, 𝑥*=0.9

𝑁 1 2 3 4 5 6 7 8

𝜀0𝜃,% 1.55 0.91 0.57 0.40 0.28 0.21 0.16 0.13
𝜀0𝑣,% 15.62 10.41 7.32 5.97 4.84 4.14 3.49 3.06
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Рис. 3. Погрешность 𝜀𝜃(𝜙) =
𝜃(𝑥*,𝜙,Δ(𝑁))−𝜃*(𝜙)

𝜃*max
· 100% приближения температурного распреде­

ления 𝜃*(𝜙) (a) и погрешность 𝜀𝑣(𝜙) =
𝑣(𝜙)−𝑣*(𝜙)

𝑣*𝑚𝑎𝑥
· 100% аппроксимации искомого воздействия

𝑣*(𝜙); 𝜙* = 1, 𝑥* = 0.9 (б) при 1 – при 𝑁 = 1; 2 – при 𝑁 = 2; 3 – при 𝑁 = 3; 4 – при 𝑁 = 4
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Идентифицируемая характеристика 𝜆(𝑇 ) рассматривается в качестве ис­
комого управления, подчиненного условию

𝜆(𝑇 ) ∈ 𝑉, 𝑇 ∈ [𝑇min, 𝑇max]

принадлежности подходящему множеству 𝑉 управляющих воздействий. Реше­
ние ОЗТ ищется на компактном множестве полиномиальных функций

𝜆(𝑇 ) =
𝑁∑︁
𝑛=0

𝑙𝑛𝑇
𝑛 ∈ 𝑉. (37)

Вариационная постановка ОЗТ при использовании в качестве меры оценива­
ния ошибки равномерного приближения 𝑇 (𝑥*, 𝑡, 𝜆) к 𝑇 *(𝑡) приводит к задаче
оптимального управления

𝐼1(𝜆) = max
𝑡∈[0,𝑡*]

|𝑇 (𝑥*, 𝑡)− 𝑇 *(𝑡)| → min
𝜆(𝑇 )∈𝑉

, (38)

где полиномиальные коэффициенты при выбранном числе 𝑁 однозначно фор­
мируют подлежащий определению вектор параметров Δ = (𝑙0, 𝑙1, . . . , 𝑙𝑁) и вы­
числяемое на его основе температурное поле 𝑇 (𝑥*, 𝑡,Δ). Подобно (28), формули­
руется задача математического программирования относительно вектора пара­
метров Δ, которая является корректно поставленной при любом конечном 𝑁 .

Решение составленной с помощью альтернансного метода замкнутой систе­
мы 𝑁+2 уравнений для предельных разностей температур 𝑇 (𝑥*, 𝑡0𝑗 ,Δ

0)−𝑇 *(𝑡0𝑗)
осуществляется путем ее редукции к задаче минимизации в пространстве иско­
мых параметров Δ𝑗, 𝑗 = 1, 𝑁 целевой функции специального вида, представля­
емой в форме суммы квадратов алгебраической суммы разностей 𝑇 (𝑥*, 𝑡0𝑗 ,Δ

0)−
𝑇 *(𝑡0𝑗) в точках 𝑡 = 𝑡

0
𝑖 ∈ {𝑡0𝑗}, 𝑖 = 1, 𝑁max и 𝑡 = 𝑡0𝑘 ∈ {𝑡0𝑗}, 𝑘 = 1, 𝑁min их оди­

накового по модулю (при Δ = Δ0) максимального и минимального значений
соответственно. Глобальный минимум этой целевой функции, равный нулю, до­
стигается при Δ = Δ0.

Разработанный метод минимаксной оптимизации распространен на случай
решения многомерных обратных задач теплопроводности на примере определе­
ния граничного теплового потока 𝑞(𝑦, 𝜙), зависящего от времени и простран­
ственной координаты, для двумерной модели уравнения теплопроводности при
одностороннем нагреве плоского тела прямоугольной формы

𝜕𝜃(𝑥, 𝑦, 𝜙)

𝜕𝜙
=

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑦, 𝜙)

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝜃(𝑥, 𝑦, 𝜙)

𝜕𝑦2
, 𝑥, 𝑦 ∈ (0, 1); 𝜙 ∈ (0, 𝜙*), (39)

𝜃(𝑥, 𝑦, 0) = 0, 𝑥, 𝑦 ∈ [0, 1], (40)
𝜕𝜃(0, 𝑦, 𝜙)

𝜕𝑥
=

𝜕𝜃(𝑥, 0, 𝜙)

𝜕𝑦
=

𝜕𝜃(𝑥, 1, 𝜙)

𝜕𝑦
= 0, 𝜙 ∈ [0, 𝜙*], (41)

𝜕𝜃(1, 𝑦, 𝜙)

𝜕𝑥
= 𝑞(𝑦, 𝜙), 𝜙 ∈ [0, 𝜙*] (42)

в условиях наличия дополнительной информации о температуре 𝜃*(𝑦, 𝜙), 𝜙 ∈
[0, 𝜙*] на некоторой линии 𝑥 = 𝑥* = const, 0 ≤ 𝑥* ≤ 1.

Предполагается, что пространственно-временная функция 𝑞(𝑦, 𝜙) рассмат­
ривается в качестве управляющего воздействия 𝑢(𝑦, 𝜙) = 𝑞(𝑦, 𝜙), заданного в
виде произведения двух функций одной переменной

𝑢(𝑦, 𝜙) = 𝑢(1)(𝑦)𝑢(2)(𝜙), (43)
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где функции 𝑢(1)(𝑦) и 𝑢(2)(𝜙) выступают как пространственно-распределенное
и сосредоточенное управляющие воздействия, подчиненные ограничениям

𝑢(1)(𝑦) ∈ 𝑉1, 0 < 𝑦 < 1; 𝑢(2)(𝜙) ∈ 𝑉2, 0 < 𝜙 < 𝜙* (44)
принадлежности заданным подходящим множествам 𝑉1 и 𝑉2 в функциональном
пространстве. Формулируется ОЗТ в экстремальной постановке

𝐼(𝑢) = 𝐼(𝑢(1), 𝑢(2)) = max
𝜙∈[0,𝜙*]
𝑦∈[0,1]

⃒⃒⃒
𝜃(𝑥*, 𝑦, 𝜙, 𝑢(1), 𝑢(2))− 𝜃*(𝑦, 𝜙)

⃒⃒⃒
→ min

𝑢(1)∈𝑉1

𝑢(2)∈𝑉2

. (45)

Аналогично одномерному случаю, рассматривается множество управлений

𝑢(1)(𝑦) =
𝑁∑︁
𝑛=0

Δ(𝑦)
𝑛 𝑦𝑛, 𝑢(2)(𝜙) =

𝑀∑︁
𝑚=0

Δ(𝜙)
𝑚 𝜙𝑚, (46)

заданных соответствующими векторами параметров Δ(𝑦) = (Δ
(𝑦)
0 ,Δ

(𝑦)
1 , ...Δ

(𝑦)
𝑁 )

и Δ(𝜙) = (Δ
(𝜙)
0 ,Δ

(𝜙)
1 , ...Δ

(𝜙)
𝑀 ).

Формулируется задача параметрической оптимизации относительно векто­
ра параметров Δ:

𝐼0(Δ) = max
𝜙∈[0,𝜙*]
𝑦∈[0,1]

|𝜃(𝑥*, 𝑦, 𝜙,Δ)− 𝜃*(𝑦, 𝜙)| → min
Δ

, (47)

которая приводит к замкнутой системе соотношений⃒⃒
𝜃(𝑥*, 𝑦0𝑘, 𝜙

0
𝑘,Δ

0)− 𝜃*(𝑦, 𝜙)
⃒⃒
= 𝐼0(Δ0), 𝑘 = 1, 𝑅; Δ0 = (Δ̃0

0, Δ̃
𝑦0
1 , ...Δ̃𝑦0

𝑁 , Δ̃𝜙0
1 , ...Δ̃𝜙0

𝑀 ), (48)
с учетом условий существования экстремума по времени и по пространственной
координате 𝑦.

Редукция равенств (48) к однозначно конструируемой системе уравнений,
выполняемая с использованием известных закономерностей нестационарных
температурных полей, и ее последующее решение для ряда увеличивающих­
ся значений 𝑁 и 𝑀 приводит к восстановлению искомого воздействия 𝑞*(𝑦, 𝜙)
в классе функций (43) (рис. 4) с уменьшением погрешности аппроксимации
температурного поля при 𝑁 → ∞ и 𝑀 → ∞ (табл. 3).

Таблица 3. Точность решения задачи в зависимости от значений 𝑁 и 𝑀
𝑁 𝑀 𝐼0(Δ),% max

𝑦,𝜙

⃒⃒
𝑢
(︀
𝑦, 𝜙,Δ0

)︀
− 𝑞*(𝑦, 𝜙)

⃒⃒
,%

0 0 27,83 74,94
0 1 16,52 68,87
1 1 3,96 15,74
1 2 1,72 15,94
2 2 0,43 4,39
2 3 0,16 2,44
3 3 0,031 0,32

В четвертой главе предлагается специальный метод параметрической
оптимизации по восстановлению не определяемых априори в форме (43) про­
странственно-временных воздействий на примере идентификации мощности
внутренних источников тепла 𝐹 (𝑥, 𝜙) в одномерной ОЗТ и определения гра­
ничного управляющего воздействия 𝑞(𝑦, 𝜙) в двумерной обратной задаче тепло­
проводности (39)–(42) (рис. 2).

Идея предлагаемого метода базируется на модальном описании темпера­
турного поля и идентифицируемых воздействий в форме разложения в ря­
ды одинаковой кратности по собственным функциям начально-краевой зада­
чи. Представление экспериментальных зависимостей температуры в 𝑁 точках
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Рис. 4. Конфигурация погрешности аппроксимации температурного поля 𝜃(𝑥*, 𝑦, 𝜙,Δ0) −
𝜃*(𝑦, 𝜙), 𝑦 ∈ [0, 1] , 𝜙 ∈ [0, 𝜙*] (a) и погрешность аппроксимации идентифицируемого воздей­
ствия 𝑢 (𝑦, 𝜙,Δ0)− 𝑞*(𝑦, 𝜙), 𝑦 ∈ [0, 1] , 𝜙 ∈ [0, 𝜙*]: (б) при 𝑁 = 3,𝑀 = 3

её наблюдения в виде приближенных аналитических решений прямой задачи
теплопроводности, описываемых в форме суммы 𝑁 первых членов такого ря­
да с априори неизвестными коэффициентами (временными модами), приводит
к замкнутой системе алгебраических уравнений относительно этих коэффици­
ентов. Полученные в результате решения этой системы 𝑁 первых модальных
переменных температурного поля обеспечивают переход к соответствующим
временным модам искомых воздействий, непосредственная связь между кото­
рыми устанавливается известными дифференциальными уравнениями модаль­
ного описания процессов нестационарной теплопроводности. Тем самым, иден­
тифицируемые характеристики восстанавливаются по их модальным составля­
ющим в форме, подобной приближенному описанию температурного поля в
виде суммы 𝑁 членов ряда разложения по собственным функциям.

Применительно к модели (1)–(4) при Γ = 0 решается задача идентифи­
кации внутреннего воздействия 𝐹 (𝑥, 𝜙) при использовании конечного числа 𝑁
экспериментальных температурных зависимостей 𝜃(𝑥𝑖

*, 𝜙), 𝑖 = 1, 𝑁 . Для поис­
ка 𝐹 (𝑥, 𝜙) функция 𝜃(𝑥, 𝜙) представляется в виде разложения в бесконечный
сходящийся в среднем ряд

𝜃(𝑥, 𝜙) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜃𝑛(𝜇𝑛, 𝜙) cos(𝜇𝑛𝑥) (49)

по полной ортогональной системе собственных функций cos(𝜇𝑛𝑥) краевой зада­
чи, где 𝜇2

𝑛 — собственные числа. На основе 𝑁 экспериментальных зависимостей
𝜃(𝑥𝑖

*, 𝜙), 𝑖 = 1, 𝑁 производится расчет значений 𝑁 временных мод 𝜃𝑛(𝜇𝑛, 𝜙)
температурного поля на заданном интервале идентификации. На примере при­
ближенного модального описания параболического объекта (1)–(4) с однород­
ными граничными и нулевыми начальными условиями в виде системы 𝑁 неза­
висимых дифференциальных уравнений первого порядка
𝑑𝜃𝑛(𝜇𝑛, 𝜙)

𝑑𝜙
= −𝜇2

𝑛𝜃𝑛(𝜇𝑛, 𝜙) + 𝑓𝑛(𝜇𝑛, 𝜙), 𝑛 = 1, 𝑁 ; 𝜃𝑛(𝜇𝑛, 0) = 𝜃0(𝜇𝑛) = 0 (50)
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относительно учитываемых мод 𝜃𝑛(𝜇𝑛, 𝜙) с автономными управлениями 𝑓𝑛(𝜇𝑛, 𝜙)
по модам разложения

𝐹 (𝑥, 𝜙) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛(𝜇𝑛, 𝜙) cos(𝜇𝑛𝑥) (51)

осуществляется переход к модальным составляющим управления 𝑓𝑛(𝜇𝑛, 𝜙).
Таким образом, система уравнений (50) предоставляет возможность по­

строения 𝑁 несвязанных друг с другом контуров восстановления отдельных
мод распределенного управляющего воздействия

𝑓𝑛(𝜇𝑛, 𝜙) = 𝜇2
𝑛𝜃𝑛(𝜇𝑛, 𝜙) +

𝑑𝜃𝑛(𝜇𝑛, 𝜙)

𝑑𝜙
, 𝑛 = 1, 𝑁. (52)

Описанный подход позволяет построить систему идентификации простран­
ственно распределенного воздействия в виде совокупности несвязанных конту­
ров идентификации учитываемых мод управляемой величины по предваритель­
но рассчитанным коэффициентам разложения экспериментальных температур­
ных зависимостей в ряд по собственным функциям (рис. 5).
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Рис. 5. Структура системы идентификации пространственно-временного управляющего воз­
действия параболического ОРП

Решена задача оптимального размещения наблюдающих устройств (опре­
деления координат Δ = (𝑥*𝑖 ), 𝑖 = 1, 𝑁) при их заданном числе 𝑁 , сформулиро­
ванная таким образом, чтобы оцениваемое в конце интервала идентификации
(𝜙 = 𝜙*) в равномерной метрике отклонение аппроксимирующей зависимости
𝜃𝑁(𝑥, 𝜙

*,Δ), полученной по результатам измерений 𝜃*𝑖 (𝜙) = 𝜃(𝑥*𝑖 , 𝜙), 𝑖 = 1, 𝑁 ,
от требуемого состояния 𝜃**(𝑥, 𝜙*) по всей области изменения 𝑥 ∈ [0, 1], было
минимально возможным

𝐼2(Δ) = max
𝑥∈[0,1]

⃒⃒
𝜃𝑁(𝑥, 𝜙

*,Δ)− 𝜃**(𝑥, 𝜙*)
⃒⃒
→ min

Δ
. (53)

Здесь 𝜃𝑁(𝑥, 𝜙
*,Δ) определяется в форме суммы 𝑁 членов ряда вида (49) с мо­

дальными переменными 𝜃𝑛(𝜇𝑛, 𝜙), а функция 𝜃**(𝑥, 𝜙*) ∈ [𝜃(𝑥, 𝜙*), 𝜃(𝑥, 𝜙*,Δ)]
либо представляет собой идеализированный вариант 𝜃(𝑥, 𝜙*) измерительной
информации в предположении о возможности ее получения на всем отрезке
[0, 1] ∋ 𝑥, либо модельное описание с требуемой точностью конечного темпера­
турного состояния 𝜃(𝑥, 𝜙*,Δ) на этом отрезке.

Погрешность идентификации уменьшается с увеличением числа 𝑁 , при
этом неучтенные системой идентификации моды 𝑓𝑛(𝜇𝑛, 𝜙), 𝑛 = 𝑁 + 1,∞ управ­
ляющего воздействия дают некомпенсируемое отклонение полученного реше­
ния от истинного значения, определяя, тем самым, качество восстановления
𝐹 (𝑥, 𝜙) (табл. 4, рис. 6).
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Рис. 6. Погрешность приближения температуры 𝜀𝜃(𝜙) = 𝜃𝑁 (𝑥,𝜙*,Δ0)−𝜃**(𝑥,𝜙*)
𝜃*max

· 100%: (a) и по­
грешность аппроксимации искомой характеристики 𝐹 (𝑥,𝜙*)−𝐹 *(𝑥,𝜙*)

𝐹 *
max

· 100% при 1 – при 𝑁 = 3;
2 – при 𝑁 = 4; 3 – при 𝑁 = 5; (б)

При решении ОЗТ в двумерной постановке по восстановлению гранично­
го управления 𝑞(𝑥, 𝜙) используется модальное описание модели (39) объекта,
записанной в изображениях Лапласа

𝑝̃︀𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑝) = 𝜕2̃︀𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑝)
𝜕𝑥2

+
𝜕2̃︀𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑝)

𝜕𝑦2
, 𝑥, 𝑦 ∈ (0, 1) (54)

с соответствующими краевыми условиями.
Для получения одинаковой размерности рядов разложения 𝜃(𝑥, 𝑦, 𝜙) и 𝑞(𝑥, 𝜙)

применяется конечное интегральное преобразование по пространственному ар­
гументу 𝑦 с собственными числами y2𝑛 к уравнениям объекта (54) и краевым
условиям (2)–(4), что приводит к обыкновенным дифференциальным уравнениям

𝑑2̃︀𝜃𝑛
𝑑𝑥2

−𝐴2
𝑛
̃︀𝜃 = 0, 𝐴2

𝑛 = 𝑝+ y2𝑛;
𝑑̃︀𝜃𝑛(0, 𝑝)

𝑑𝑥
= 0,

𝑑̃︀𝜃𝑛(1, 𝑝)
𝑑𝑥

= ̃︀𝑞𝑛(𝑝), 𝑛 = 0, 1, . . . (55)

по переменной 𝑥 относительно модальных составляющих̃︀𝜃𝑛(𝑥, 𝑝) = ∫︁ 1

0

̃︀𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑝) · cos𝜋𝑛𝑦 𝑑𝑦, 𝑛 = 0, 1, 2... (56)

разложения ̃︀𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑝) = ∞∑︁
𝑛=0

𝐶2
𝑛
̃︀𝜃𝑛(𝑥, 𝑝) · cos 𝜋𝑛𝑦 (57)

в однократный ряд по ортогональной системе собственных функций cos 𝜋𝑛𝑦.
Модальное описание ̃︀𝑞(𝑦, 𝑝) принимает соответствующий вид

̃︀𝑞(𝑦, 𝑝) = 𝑁∑︁
𝑛=0

𝐶2
𝑛
̃︀𝑞𝑛(𝑝) · cos 𝜋𝑛𝑦. (58)

Таблица 4. Погрешность 𝜀0𝜃=max
𝑥,𝜙

|𝜃𝑁(𝑥, 𝜙,Δ0)−𝜃**(𝑥, 𝜙*)| приближения температуры и ошиб­

ка 𝜀0𝑢=max
𝑥,𝜙

|𝐹 (𝑥, 𝜙)−𝐹 *(𝑥, 𝜙)| аппроксимации граничного управления при 𝑁 = 3, 8, 𝜙* = 1.2

𝑁 3 4 5 6 7 8

𝜀𝜃,% 0.3997 0.1443 0.0710 0.0488 0.0312 0.0276
𝜀𝑢,% 21.70 15.1540 11.8328 9.1138 7.7700 5.2925
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Решение задачи (55) на линии 𝑥 = 𝑥* температурных измерений находится
известными методами в виде̃︀𝜃𝑛(𝑥*, 𝑝) = 𝐻𝑛(𝑥

*, 𝑝)̃︀𝑞𝑛(𝑝); (59)

𝐻𝑛(𝑥, 𝑝) =
ch(𝐴𝑛(𝑝) · 𝑥)

𝐴𝑛(𝑝) · sh(𝐴𝑛(𝑝))
, (60)

однозначным образом связывающим в операторной форме моды ̃︀𝑞𝑛(𝑝) и ̃︀𝜃𝑛(𝑥*, 𝑝)
разложений ̃︀𝑞(𝑦, 𝑝) и ̃︀𝜃(𝑥*, 𝑦, 𝑝) в одномерные ряды (57), (58) по пространствен­
ной координате 𝑦 при учете любого числа 𝑁 составляющих в (57) и (58)̃︀𝑞𝑛(𝑝) = 𝐻−1

𝑛 (𝑥*, 𝑝)̃︀𝜃𝑛(𝑥*, 𝑝), 𝑛 = 0, 𝑁. (61)
Таким образом, предлагаемый метод решения условно-корректной зада­

чи идентификации граничного управления, рассматриваемого на компактном
множестве непрерывных вместе со своими первыми производными модальных
переменных 𝜃𝑛(𝑥

*, 𝜙), реализуется в пространстве изображений по Лапласу и
состоит в восстановлении искомой величины ̃︀𝑞(𝑦, 𝑝) в виде конечной взвешен­
ной суммы (58) мод ̃︀𝑞𝑛(𝑝), вычисляемых согласно (60), (61), по значениям мо­
дальных составляющих ̃︀𝜃𝑛(𝑥*, 𝑝) температурного поля ̃︀𝜃(𝑥*, 𝑦, 𝑝). Выражения̃︀𝜃𝑛(𝑥*, 𝑝) могут рассматриваться как преобразованные по Лапласу зависимо­
сти 𝜃𝑛(𝑥

*, 𝜙), значения которых должны быть найдены по экспериментальным

Рис. 7. Структура системы идентификации пространственно-временного управляющего воз­
действия в двумерной граничной ОЗТ; L и L−1 – операции прямого и обратного преобразо­
ваний Лапласа
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Рис. 8. Температурная невязка 𝜃𝑁+1(𝑥
*, 𝑦, 𝜙*,Δ0) − 𝜃**(𝑥*, 𝑦, 𝜙*) и погрешность 𝑞(𝑦, 𝜙) −

𝑞*(𝑦, 𝜙) аппроксимации граничного управления (b) при 𝑁 = 7 (б)
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данным путем решения относительно 𝜃𝑛(𝑥
*, 𝜙) замкнутой системы уравнений,

образуемой оригиналами равенств (57), рассматриваемых в точках контроля
𝑥 = 𝑥*, 𝑦 = 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 + 1 для укороченной суммы ряда

𝜃*(𝑥*, 𝑦𝑖, 𝜙) =
𝑁∑︁
𝑛=0

𝐶2
𝑛𝜃𝑛(𝑥

*, 𝜙) · cos𝜋𝑛𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 + 1. (62)

Система идентификации 𝑞(𝑦, 𝜙), реализующая описанный метод, представлена
на рис. 7, где переходы от оригиналов модальных составляющих к их изобра­
жениям и обратно реализуются методами теории автоматического управления.

Для этой задачи также может быть решена, аналогично (53), задача опре­
деления оптимальной совокупности значений 𝑁 + 1 координат 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁 + 1
точек {(𝑥*, 𝑦1), (𝑥*, 𝑦2), . . . (𝑥*, 𝑦𝑁+1)} контроля температуры, реализующей оце­
нивание температурного отклонения в равномерной метрике

𝐼1(𝑥
*,Δ) = max

𝜙∈[0,𝜙*]
𝑦∈[0,1]

⃒⃒
𝜃𝑁+1(𝑥

*, 𝑦, 𝜙,Δ)− 𝜃**(𝑥*, 𝑦, 𝜙)
⃒⃒
→ min

(𝑥*,Δ)
. (63)

Результаты идентификации 𝑞(𝑥, 𝜙) представлены на рис. 8 и в табл. 5.

Таблица 5. Погрешность 𝜀𝜃 = max
𝑦

|𝜃𝑁+1(𝑥
*, 𝑦, 𝜙*)− 𝜃**(𝑥*, 𝑦, 𝜙*)| приближения температуры

и ошибка 𝜀𝑢 = max
𝑦

|𝑞(𝑦, 𝜙*)− 𝑞*(𝑦, 𝜙*)| аппроксимации граничного управления при 𝑁 = 2, 9,

𝜙* = 2, 𝑥* = 0.96
𝑁 2 3 4 5 7 9

𝜀𝜃,% 0.4074 0.1649 0.0801 0.0437 0.0161 0.0070
𝜀𝑢,% 11.6157 8.1751 7.0439 6.3704 5.8392 5.6640

В пятой главе рассмотрены вопросы решения ОЗТ в условиях действия
случайных возмущений.

Одним из подходов является предварительное сглаживание входной ин­
формации. Такой подход в работе реализуется с помощью метода сглаживаю­
щих кубических сплайнов.

В качестве характерного примера рассматривается граничная ОЗТ по вос­
становлению плотности теплового потока 𝑞(𝜙) на основе экспериментальных
данных 𝜃*𝛿(𝜙), полученных в точке 𝑥* ∈ [0, 1] в условиях влияния возмущаю­
щих факторов 𝛿(𝜙):

𝜃*𝛿(𝜙) = 𝜃*(𝜙) + 𝛿(𝜙). (64)
Для решения ОЗТ на основе представленного в главе 3 метода минимакс­

ной оптимизации производится предварительное сглаживание входной инфор­
мации 𝜃*𝛿(𝜙) путем построения сглаживающего сплайна 𝑆(𝜙), и тогда в соответ­
ствующей задаче оптимального управления требуется восстановить величину
тепловых потерь 𝑞0(𝜙), минимизирующую невязку между 𝑆(𝜙) и точным реше­
нием 𝜃(𝑥*, 𝜙) соответствующей краевой задачи, соответствующим 𝑞0(𝜙).

На основе метода параметрической оптимизации решение ОЗТ сводится к
решению задачи математического программирования

𝐼0(Δ) = max
𝜙∈[0,𝜙*]

|𝜃(𝑥*, 𝜙,Δ)− 𝑆(𝜙)| → min
Δ∈𝐺𝑁+2

, (65)
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минимизирующей максимальное отклонение между расчетными значениями
𝜃(𝑥*, 𝜙,Δ), найденными при задании 𝑞(𝜙) в виде кусочно-параболической функ­
ции (23) и соответствующими значениями сплайна 𝑆(𝜙).

С использованием предварительного сглаживания возмущенных исходных
данных 𝜃*𝛿 на основе минимаксной оптимизации была решена граничная задача
по восстановлению плотности теплового потока 𝑞(𝜙) в классе непрерывных и
непрерывно-дифференцируемых на интервале [0, 𝜙*] функций при параметри­
ческом представлении искомой характеристики в виде кусочно-параболической
зависимости с числом 𝑁 = 3 интервалов постоянства 𝑞′′(𝜙) (табл. 6).

В работе предложен эффективный подход к решению ОЗТ в условиях
возмущенных исходных данных 𝜃*𝛿(𝜙) = 𝜃*𝛿(𝜙, 𝛿), объем априорных сведений
о которых ограничивается сведениями о границах интервала их возможного
изменения.

Для всех допустимых значений 𝛿 на интервале идентификации 𝜙 ∈ [0, 𝜙*]
формулируется задача оптимального управления, обеспечивающего выполне­
ние минимаксного соотношения

𝐼2 = max
𝛿

⃒⃒⃒
max

𝜙∈[0,𝜙*]
|𝜃*𝛿(𝜙, 𝛿)− 𝜃(𝑥*, 𝜙, 𝑢)|

⃒⃒⃒
→ min

𝑢∈𝑉
; 𝛿 ∈ [𝛿min, 𝛿max] . (66)

Решение задачи (66) также может быть основано на предложенном в гла­
ве 3 подходе и сведено к задаче математического программирования относи­
тельно вектора Δ, сформулированной по отношению к совокупности всех реа­
лизаций неопределенных данных

𝐼0(Δ) = max
𝛿

⃒⃒⃒
max

𝜙∈[0,𝜙*]
|𝜃*𝛿(𝜙, 𝛿)− 𝜃(𝑥*, 𝜙,Δ)|

⃒⃒⃒
→ min

Δ
; 𝛿(𝜙) ∈ [𝛿min, 𝛿max] . (67)

Оптимальное управление 𝑢0(𝜙), являющееся решением минимаксной за­
дачи (67), обеспечивает минимально возможную погрешность 𝐼0(Δ0) аппрок­
симации 𝜃*𝛿(𝜙, 𝛿) в «наихудшем» случае по величине 𝛿(𝜙). При этом получае­
мая точность 𝐼0(Δ0) решения ОЗТ будет совпадать с минимально возможной
погрешностью для наиболее неблагоприятной реализации, характеризующейся
максимальным отклонением от 𝜃*(𝜙) или максимальным по абсолютной вели­
чине уровнем возмущения 𝛿0 = max (|𝛿max| , |𝛿min|) (табл. 7). В то же время, эта
погрешность 𝐼0(Δ0) заведомо превышает минимально возможное значение для
остальных допустимых реализаций 𝜃*𝛿(𝜙, 𝛿) и значений 𝛿(𝜙). Такая потеря по
величине критерия оптимальности (67) по сравнению с ситуацией, когда экспе­
риментальная зависимость или уровень помехи известны точно, является неиз­
бежной компенсацией за гарантированное качество процесса идентификации в
условиях интервальной неопределенности. Тем самым, оптимальное управление
𝑢0(𝜙) реализует стратегию наилучшего гарантированного результата.

В шестой главе приведены примеры технических приложений, реализо­
ванные на основе разработанных методов параметрической оптимизации, поз­

Таблица 6. Точность решения задачи (𝑁 = 3) на основе предварительного сглаживания
случайных возмущений 𝛿(𝜙)

𝛿0,% 0% 0.2% 0.5% 1% 2% 3%

𝑏 1 0.99998 0.99996 0.99991 0.99985 0.99967
max

𝜙
|𝑆(𝜙)− 𝜃(𝑥*, 𝜙,Δ0)| ,% 0.2950 0.3072 0.2967 0.2784 0.0.2720 0.2686

max
𝜙

|𝑞*(𝜙)− 𝑢(𝜙,Δ0)| ,% 3.7217 3.6459 4.0376 4.7720 5.9602 7.1875
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Таблица 7. Точность решения задачи (𝑁 = 3) при нормальном законе распределения помехи
𝛿(𝜙) и уровне погрешности 𝛿0 ∈ [0, 3]%

𝛿0,% 0% 0.2% 0.5% 1% 2% 3%

max
v

|𝜃*𝛿(v)− 𝜃(𝑥*, 𝜙,Δ0)| ,% 0.2950 0.5897 1.0501 1.8268 3.5260 5.3241
max

v
|𝑞*(𝜙)− 𝑢(𝜙,Δ0)| ,% 3.7217 3.2785 3.0325 3.2332 4.2631 4.4483

воляющие решать актуальные задачи идентификации и диагностики, возника­
ющие при реализации процессов технологической теплофизики.

1. Решена задача восстановления величины тепловых потерь 𝑞(𝑡) на по­
верхности 𝑥 = 𝐿 нагреваемого тела цилиндрической формы (Γ = 1) в процес­
се индукционного нагрева металла. В общем случае процессам индукционного
нагрева свойственен сложный характер граничного теплообмена, при котором
суммарный граничный тепловой поток описывается нелинейной закономерно­
стью и содержит конвективную и радиационную составляющие

𝑞(𝑡) = 𝜖𝜎(𝑇 4(𝐿, 𝑡)− 𝑇 4
𝑐 (𝑡)) + 𝛼

(︀
𝑇 (𝐿, 𝑡)− 𝑇𝑐(𝑡)

)︀
, (68)

зависящие от электромагнитных 𝜖, 𝜎 параметров, коэффициента конвективного
теплообмена 𝛼 и температуры окружающей среды 𝑇𝑐(𝑡).

Численное решение задачи при использовании в качестве эксперименталь­
ных данных результата моделирования прямой нелинейной задачи теплопровод­
ности на основе метода конечных элементов подтверждает возможность приме­
нения разработанного метода к решению ОЗТ с нелинейными ГУ.

2. Решена задача определения постоянного значения удельной мощности
внутреннего тепловыделения, соответствующего постоянному значению напря­
жения на индукторе в процессе индукционного нагрева изделий из парамагнит­
ных материалов, реализующегося в условиях постоянства частоты питающего
тока, задающего неизменный характер распределения источников тепла по объ­
ему заготовки. Рассматривается задача поиска по экспериментальным темпера­
турным данным 𝑇 *(𝑡) суммарной удельной мощности тепловых источников 𝑃𝑎

при известном законе Ψ(𝑥) их пространственного распределения при ограниче­
нии множества исходных управляющих воздействий 𝑃 (𝑡) до класса постоянных
функций 𝑃𝑎(𝑡) = 𝑃𝑎 = const, и задача параметрической оптимизации формули­
руется относительно единственного параметра 𝑃 0

𝑎 ≤ 𝑃max, 𝑡 ∈ [0, 𝑡*] искомого
управления.

3. Приводится решение обратной задачи теплопроводности, обеспечиваю­
щее определение коэффициента теплоотдачи 𝛼 в процессе конвективного теп­
лообмена между внутренней поверхностью барабана котла и рабочей средой
(жидкостью), находящейся в барабане, а также восстановление температуры
на недоступной для измерения внутренней стенке барабана по эксперименталь­
ным данным о температуре на его внешней поверхности 𝑇 *(𝑡) и температуре
жидкости в барабане 𝑇𝑐(𝑡), полученным при останове парового котла.

Формулируется экстремальная постановка граничной ОЗТ, в которой по
известной температуре внешней поверхности барабана 𝑇 *(𝑡) требуется опреде­
лить значение 𝛼0, минимизирующее невязку между 𝑇 *(𝑡) и точным решени­
ем 𝑇 (𝐿, 𝑡) краевой задачи соответствующим искомому 𝛼0. Решение задачи осу­
ществляется в классе постоянных на интервале идентификации функций.

Результаты, полученные путем решения граничной ОЗТ на основе пара­
метрической оптимизации, хорошо согласуются с аналогичными данными и из­
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вестными соотношениями и показывают удовлетворительное качество восста­
новления среднего значения коэффициента теплоотдачи.

4. Решена коэффициентная обратная задача определения переменного по
пространственной координате коэффициента теплопроводности, при использо­
вании одномерной модели несвязанной термоупругости, позволяющей последо­
вательно решать задачи для механических и температурных полей.

Представление 𝜆(𝑥) в виде

𝜆(𝑥) =
𝑁∑︁
𝑛=0

Δ𝑛𝑥
𝑛 (69)

соответствует заданию идентифицируемой характеристики в параметризован­
ной форме, где полиномиальные коэффициенты при заданном числе 𝑁 обра­
зуют искомый вектор параметров Δ = (Δ0,Δ1, ...,Δ𝑁). Температурное поле
𝑇 (𝑥, 𝑡) = 𝑇 (𝑥, 𝑡, 𝜆) = 𝑇 (𝑥, 𝑡,Δ) при заданных значениях 𝑁 и Δ также является
функцией указанного вектора параметров. Полученное параметрическое пред­
ставление идентифицируемой характеристики 𝜆(𝑥,Δ) и соответствующего ему
температурного состояния 𝑇 (𝑥, 𝑡,Δ) позволяет перейти от исходной некоррект­
ной постановки ОЗТ к задаче параметрической оптимизации, сформулирован­
ной относительно вектора параметров Δ ∈ 𝐷𝑁+1, оптимальная величина кото­
рого определяется по схеме предлагаемого метода минимаксной оптимизации.

В Заключении диссертации приведены основные результаты и выводы.
В диссертации достигнута поставленная цель разработки новых конструк­

тивных алгоритмически точных методов решения обратных задач технологиче­
ской теплофизики без применения численных регуляризирующих алгоритмов.

В работе получены новые научно-обоснованные технические решения в
виде:

– новых эффективных алгоритмически точных методов последовательной
параметрической оптимизации, осуществляющих поиск физически реали­
зуемых решений обратных задач теплопроводности на компактных мно­
жествах специальной формы;

– построения на базе разработанных методов вычислительных алгоритмов
для решения широкого круга прикладных задач идентификации процес­
сов нестационарной теплопроводности, сформулированных для линейных
и нелинейных аналитических и численных моделей, рассматриваемых на
одномерных и двумерных пространственных областях по идентификации
сосредоточенных, пространственно- распределенных и пространственно­
временных внешних и внутренних воздействий, а также теплофизических
характеристик.

Выполненные в диссертационной работе научные исследования представ­
лены следующими новыми результатами:

1. Разработана новая концепция решения обратных задач теплопроводно­
сти, распространенная на широкий класс базовых обратных задач техно­
логической теплофизики, которая позволяет осуществить аналитическую
идентификацию процессов нестационарной теплопроводности. Концепция
основана на использовании методов теории оптимального управления си­
стемами с распределенными параметрами.



2. Разработаны методы минимаксной параметрической оптимизации, осно­
ванные на сужении множества возможных решений исходя из требований
их физической реализуемости до компактного множества кусочно-парабо­
лических или полиномиальных функций.
В рамках выбранной структуры искомых решений их приведение к пара­
метрической форме обеспечивается применением математического аппа­
рата теории оптимального управления СРП, на основании чего исходная
обратная задача теплопроводности сводится к задаче параметрической
оптимизации при использовании равномерной метрики оценивания тем­
пературной невязки.

3. Разработан метод модальной идентификации пространственно-временных
внутренних и граничных воздействий, реализующий поиск решений на
компактном множестве непрерывных вместе со своими первыми произ­
водными временных мод, основанный на модальном представлении тем­
пературного поля и искомых воздействий в виде разложения в ряды по
собственным функциям исследуемой краевой задачи.

4. Проведен системный анализ характеристик решения ОЗТ в зависимости
от числа учитываемых параметров параметрического представления ис­
комых воздействий, а также от основных факторов задачи идентифика­
ции процесса нестационарной теплопроводности. Подтверждены систем­
ные выводы о регулярном характере параметрической оптимизации, обес­
печивающей сходимость к точному решению с ростом числа учитываемых
параметров и о качественных базовых характеристиках решения ОЗТ.

5. Разработаны методы параметрической оптимизации для решения обрат­
ных задач теплопроводности в условиях действия возмущений.

6. Разработан комплекс алгоритмов, инженерных методик расчёта, реализу­
ющих предлагаемые методы параметрической оптимизации применитель­
но к широкому спектру актуальных обратных задач теплопроводности.

7. Разработанные методы использованы применительно к актуальным зада­
чам идентификации искомых характеристик процессов технологической
теплофизики.
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