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Введение

Актуальность проблемы. Классические методы построения алгоритмов и
систем управления динамическими объектами разработаны применительно к со-
ответствующим формальным моделям управляемых процессов с полным объе-
мом необходимой информации об их свойствах. В связи с этим возникает акту-
альная задача синтеза управляющих алгоритмов в практически всегда реализуе-
мых условиях неопределенности характеристик технических объектов, обуслов-
ленной прежде всего неточным знанием их параметров и действием неконтроли-
руемых внешних возмущений.

Применение в этих условиях методов построения систем управления (СУ)
детерминированными моделями объекта может привести к недопустимому сни-
жению показателей эффективности функционирования СУ или, в отдельных слу-
чаях, вообще к потере их работоспособности.

В типичных ситуациях речь идет об ограниченной (интервальной) неопре-
деленности неизвестных величин, вся информация о которых исчерпывается за-
данными границами диапазона изменения их возможных значений. Указанная
проблема является одной из центральных и наиболее сложных в современной
теории управления, способы решения которой разрабатываются в настоящее вре-
мя [1—5]. Известные теоретические результаты приводят к весьма сложному с
точки зрения технической реализации алгоритмическому обеспечению предлага-
емых стратегий управления неопределенными объектами даже для сравнительно
простых модельных постановок соответствующих задач.

Трудности решения указанной проблемы возрастают с увеличением поряд-
ка системы дифференциальных уравнений модели объекта и приобретают прин-
ципиальный характер применительно к широкому кругу бесконечномерных объ-
ектов с распределенными параметрами (ОРП), функции состояния которых харак-
теризуются существенной неравномерностью их распределения в пределах про-
странственной области, занимаемой объектом [6—8].

Известные способы построения по принципу гарантированного результата
программных управлений ансамблем траекторийОРП, порождаемых всеми допу-
стимыми реализациями неопределенных факторов, приводят к значительным по-
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терям по рассматриваемым критериям качества работы СУ по сравнению с управ-
лением детерминированной моделью объекта.

Представляющая наибольший интерес задача синтеза оптимальных алго-
ритмов обратных связей в замкнутых СУ ОРП даже в детерминированной поста-
новке решена в настоящее время только применительно к наиболее простым част-
ным случаям.

Решение такой задачи в условиях интервальной неопределенности харак-
теристик ОРП приобретает особую актуальность применительно к целому клас-
су промышленных энерготехнологических объектов ответственного назначения с
ярко выраженной пространственной распределенностью управляемых величин.

В соответствии со сказанным самостоятельный интерес приобретает про-
блема развития прикладной теории управления динамическими объектами в усло-
виях ограниченной неопределенности, позволяющей на основе дополнительной
информации о фундаментальных закономерностях конкретной предметной об-
ласти построить предельно упрощенные в рамках требуемой точности выполне-
ния предъявляемых требований и технически реализуемые структуры замкнутой
СУ [6; 9].

В настоящей диссертационной работе предлагаются возможные пути реше-
ния этой проблемы для класса технических объектов управления с распределен-
ными параметрами, описываемых уравнениями в частных производных парабо-
лического типа, применительно к центральной задаче синтеза оптимальных по
быстродействию регуляторов в характерных условиях интервальной неопреде-
ленности параметрических характеристик ОРП.

Получаемые результаты общего характера апробируются на примере ответ-
ственных объектов технологической теплофизики.

Целью диссертационной работы является разработка методов и алгоритмов
синтеза замкнутых систем оптимального по быстродействию управления техни-
ческими объектами с распределенными параметрами, обеспечивающих требуе-
мую степень приближения к предельно достижимым по базовым критериям эф-
фективности показателям в условиях интервальной неопределенности характери-
стик объекта.

Для достижения поставленной цели необходимо решить следующие основ-
ные задачи:
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1. Разработать метод и алгоритмы структурно-параметрического синтеза
замкнутой системы оптимального по быстродействию управления тех-
ническим объектом с распределенными параметрами в условиях интер-
вальной неопределенности его параметрических характеристик.

2. Разработать метод построения и способы технической реализации
идентификатора неопределенных параметров распределенного объекта
управления.

3. Разработать процедуры структурно-параметрического синтеза опти-
мальной по быстродействию системы управления процессом индукци-
онного нагрева металлических полуфабрикатов под обработку давлени-
ем с неполным измерением состояния в условиях интервальной неопре-
деленности его параметрических характеристик для исходных моделей
объекта различной степени сложности при различных энергетических и
технологических ограничениях.

4. Исследовать алгоритмы оптимального по быстродействию управления
процессом индукционного нагрева в замкнутой системе с идентифика-
тором состояния и оценить точность их приближения к детерминирован-
ным алгоритмам оптимизации в условиях полного объема информации
о параметрах модели объекта.

Научная новизна. В диссертации получены следующие основные резуль-
таты, отличающиеся научной новизной:

1. Предложен новый алгоритм идентификации в реальном масштабе вре-
мени неопределенных параметрических характеристик объекта, зависи-
мость каждой из которых от наблюдаемых величин представлялся в фор-
ме суммы удерживаемых членов её разложения в степенной ряд Тейлора
с коэффициентами, которые заранее фиксируются в номинальном режи-
ме работы ОРП по правилам вычисления производных функций, неявно
задаваемых решениями исследуемой краевой задачи.

2. Разработаны метод и алгоритмы структурно-параметрического синте-
за системы оптимального по быстродействию управления распределен-
ным объектом параболического типа с неполным измерением состояния
в условиях интервальной неопределенности параметрических характе-
ристик объекта, обеспечивающей удовлетворительную точность прибли-
жения к детерминированным алгоритмам оптимизации и отличающейся
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от известных наличием в её структуре предлагаемого идентификатора
неопределенных факторов.

3. Разработана не имеющая известных аналогов замкнутая система опти-
мального по быстродействию управления процессом индукционного на-
грева металлических полуфабрикатов под обработку давлением с непол-
ным измерением состояния и идентификацией в реальном масштабе вре-
мени неопределенных характеристик процесса, позволяющая получить
требуемую точность приближения к показателям качества детерминиро-
ванной системы при изменении вшироких пределах начальных значений
температуры и уровня тепловых потерь.

4. Разработанная методика структурно-параметрического синтеза опти-
мальной по быстродействию системы управления процессом индукци-
онного нагрева металлических полуфабрикатов под обработку давлени-
ем распространена на задачи с фазовым ограничением на максимальную
температуру в процессе нагрева.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Алгоритм идентификации в реальном времени неопределенных парамет-

рических характеристик модели объекта с распределенными параметра-
ми по неполному наблюдению состояния объекта.

2. Метод и алгоритмы структурно-параметрического синтеза системы оп-
тимального по быстродействию управления распределенным объектом
параболического типа с неполным измерением состояния в условиях ин-
тервальной неопределенности его параметрических характеристик.

3. Алгоритмы структурно-параметрического синтеза оптимальной по
быстродействию системы управления процессами индукционного
нагрева металлических полуфабрикатов перед обработкой давлением
в условиях интервальной неопределенности начальных температур и
уровня тепловых потерь применительно к моделям объекта различной
степени сложности и различным энергетическим и технологическим
ограничениям.

4. Результаты анализа температурных режимов индукционного нагрева в
замкнутой системе оптимального быстродействия с идентификатором
параметрических характеристик объекта управления.
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Практическая значимость диссертации. Предложенные в работе мето-
дики, математическое и алгоритмическое обеспечение для моделирования, ана-
лиза и синтеза оптимальных по быстродействию алгоритмов управления техни-
ческими объектами с распределенными параметрами могут быть непосредствен-
но использованы для решения задач оптимизации достаточно широкого круга от-
ветственных энерготехнологических процессов в промышленности, в частности,
применительно к процессам индукционного нагрева металлических полуфабри-
катов (ПИНМП) перед обработкой давлением.

Применение разработанных методов и алгоритмов управления не полно-
стью определенными моделями ПИНМП обеспечивает существенные технико-
экономические преимущества перед типовыми технологиями и известными ме-
тодами оптимизации ПИНМП по всем основным качественным показателям оп-
тимизируемых процессов, обеспечивая сокращение длительности на интервале
выравнивания температур до 70 % и повышение до 40 % точности достижения
требуемых конечных температурных кондиций обрабатываемых изделий.

Практическая полезность полученных результатов подтверждается ис-
пользованием результатов исследований в следующих научно-исследовательских
работах:

– проект № 14-08-00446 Российского Фонда фундаментальных исследова-
ний по теме «Моделирование и управление объектами с распределённы-
ми параметрами с применением нечёткой логики»;

– проект № 15-08-01347 Российского Фонда фундаментальных исследова-
ний по теме «Аналитические методы оценки и алгоритмы реализации
программной управляемости детерминированных и не полностью опре-
деленных систем с распределенными параметрами»;

– проект №1271 «Теория, вычислительные алгоритмы и технические при-
ложения специальных методов математического моделирования, иденти-
фикации и управления в сложноструктурированных системах» в рамках
базовой части государственного задания ФГБОУ ВО «СамГТУ», прово-
димого по заказу Минобрнауки России (2013-2016 г.г.);

– грант DAAD фонда стипендиальных программ имени Леонарда Эйлера
в период 2015-2016 г.г. по теме «Синтез замкнутой системы управления
процессом индукционного нагрева».
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Результаты диссертационных исследований использованы при разработке и
проектировании систем автоматического управления процессами индукционного
нагрева цилиндрических слитков из алюминиевых сплавов перед последующими
операциями горячего прессования на горизонтальных гидравлических прессах в
АО «Арконик СМЗ», а также в учебном процессе при подготовке в ФГБОУ ВО
«СамГТУ» бакалавров и магистров по направлениям 27.03.04 и 27.04.04 «Управ-
ление в технических системах».

Mетоды исследования. Для решения поставленных в диссертационной ра-
боте задач использовались методы математического и компьютерного моделиро-
вания, методы теории автоматического управления, оптимального управления си-
стемами с распределенными параметрами, теории теплопроводности, теории ин-
дукционного нагрева.

Достоверность и обоснованность полученных в диссертационной работе
научных результатов, выводов и рекомендаций обеспечивается корректным ис-
пользованием применяемого математического аппарата, теории управления и ме-
тодов моделирования систем с распределенными параметрами.

Справедливость выводов относительно достоверности, работоспособности
и эффективности предложенных алгоритмов управления подтверждена результа-
тами компьютерного моделирования разработанных структур замкнутых систем
автоматического управления, использованием результатов диссертационной ра-
боты в проектных разработках АО «Арконик СМЗ» и при выполнении ряда про-
ектов, поддержанных РФФИ, DAAD и Минобрнауки РФ.

Апробация работы. Основные положения и результаты работы доклады-
вались на Всероссийском конкурсе научно-исследовательских работ студентов и
аспирантов в области математических наук (Ульяновск, 2012), XVI Международ-
ной конференции «Проблемы управления и моделирования в сложных системах»
(Самара, 2014), Международной научной конференции студентов и аспирантов
МНСК-2014 (Новосибирск, 2014), в рамках международной стажировки по про-
грамме DAAD (Ганновер, 2016).

Работа по теме диссертационного исследования была отмечена дипломом
Министерства образования и науки Самарской области в рамках областного кон-
курса «Молодой ученый» в номинации «Аспирант» (Самара, 2014).



12

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 8 пе-
чатных изданиях, 5 из которых изданы в журналах, рекомендованных ВАК, 2 –– в
трудах конференций.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четырёх
глав, заключения, списка используемой литературы и двух приложений. Полный
объём диссертации составляет 144 страницы, включая 36 рисунков и 2 таблицы.
Список литературы содержит 127 наименований.

В первой главе рассматриваются основные виды неопределенностей, при-
чины их возникновения, а также методы учета и компенсации этих неопреде-
ленностей. Приведено описание методов управления в условиях ограниченной
неопределенности, области их применения, основные преимущества и недостат-
ки. Дается содержательная постановка задачи синтеза систем с распределенными
параметрами в условиях интервальной неопределенности характеристик объекта.

Во второй главе описан общий подход к синтезу оптимальной по быстро-
действию системы управления распределенным объектом в условиях интерваль-
ной неопределенности параметрических характеристик объекта. Приведены ос-
новные особенности задач управления системами с распределенными парамет-
рами по сравнению с таковыми для систем с сосредоточенными параметрами. В
общем виде дается постановка задачи программного оптимального управления
ОРП в условиях ограниченной неопределенности. Рассматривается задача син-
теза оптимальных по быстродействию систем управления детерминированными
моделями ОРП, а полученная в результате решения этой задачи замкнутая струк-
тура затем дополняется идентификатором неопределенных факторов в реальном
масштабе времени, построенном по предлагаемой в данной главе методике. Да-
ется постановка задачи синтеза оптимальной по быстродействию системы управ-
ления ОРП с учетом фазового ограничения и описывается способ решения этой
задачи.

Во третьей главе рассматривается представляющая самостоятельный
практический интерес задача синтеза системы оптимального по быстродействию
управления процессом индукционного нагрева в условиях интервальной неопре-
деленности параметрических характеристик объекта. Процесс индукционного на-
грева металлических полуфабрикатов перед обработкой давлением является ти-
пичным объектом с распределенными параметрами. Вначале дается математиче-
ская модель указанного объекта управления, затем определяются вид и параметры
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оптимального программного управления детерминированной моделью распреде-
ленного объекта в задаче оптимального по быстродействию программного управ-
ления с учетом и без учета фазового ограничения, в качестве которого рассматри-
вается ограничение на максимальную температуру в процессе нагрева. Далее, для
указанных случаев, решаются детерминированные задачи синтеза оптимальных
по быстродействию регуляторов с неполным измерением состояния. По предло-
женной в главе 2 методике находятся выражения для линейных приближений ал-
горитмов идентификации, коэффициентов обратных связей и конечных темпера-
турных состояний и производится синтез оптимального регулятора для задачи с
учетом и без учета ограничений на максимальную температуру в процессе нагре-
ва. По результатам выполненного анализа замкнутой системы управления с иден-
тификатором по сравнению с системой управления, синтезированной в условиях
полной информации об объекте, сделан вывод о точности её функционирования.

В четвертой главе решается задача синтеза системы оптимального по
быстродействию управления не полностью определенной нелинейной моделью
объекта с распределенными параметрами. В качестве ОРП рассматривается нели-
нейная двухмерная модель процесса индукционного нагрева металлических за-
готовок цилиндрической формы, цифровая модель которой разработана во FLUX
для заданных исходных данных. Приводятся результаты моделирования замкну-
той системы управления с идентификатором и разомкнутой, расчет оптимальных
параметров которой произведен в условиях полной информации об объекте на ос-
нове которого делается вывод о возможности использования предлагаемой в главе
2 методике для класса нелинейных ОРП.
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Глава 1. Проблема управления в условиях ограниченной неопределенности

В современной теории автоматического управления (ТАУ) одним из наибо-
лее значимых направлений её дальнейшего развития является поиск решения про-
блемы построения систем управления, эффективно функционирующих в типич-
ных для реальных технических объектов условиях ограниченной неопределенно-
сти их базовых характеристик. Проблемы построения СУ в этом случае относятся
к задачам структурного и алгоритмического характера, требующим развития но-
вых подходов в теории управления. Классифицировать круг проблем автомати-
зации можно по степени полноты информации об управляемом процессе. С этих
позиций все системы управления можно разделить на СУ с полным и неполным
объемом априорной информации об объекте управления (ОУ). Под полным объе-
мом понимается такой объем информации, который содержит все без исключения
сведения, необходимые для построения СУ, а также известны все характеристи-
ки ОУ, в том числе информация о его статических и динамических свойствах в
необходимой форме, информация об управляющих воздействиях, информация о
других внешних воздействиях. Однако в реальности информация об ОУ всегда
неполная.

Процесс разработки СУ, удовлетворяющей поставленным требованиям, как
правило, наиболее затруднителен на начальных этапах в виду дефицита априор-
ной информации.

1.1 Виды неопределенностей

Принято выделять несколько видов неопределенностей в СУ [4; 10]:
1. Неточное знание модели объекта, которое выражается в возможности

непредсказуемых заранее отклонений расчетных характеристик модели
от реализуемых параметров. К этой же категории относят и способность
ОУ, в том числе ее отдельных подсистем, находится в иных состояниях,
отличных от номинального, где переходы от одного состояния к другому
чаще всего непредсказуемы.
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2. Возмущающие воздействия, точная информация о которых практически
всегда отсутствует в силу реальных особенностей, присущих любым тех-
ническим устройствам.

3. Неопределенность целей управления, заключающаяся в необходимости
одновременно обеспечивать наилучшие показатели процесса управления
по разным критериям.

4. Неопределенности, специально вводимые в формулировку задачи с це-
лью облегчения её решения.

Рассмотрим далее каждый из этих видов подробнее.

1.1.1 Неопределенности моделей объекта

К источникам первого вида неопределенности можно отнести упрощенный
характер самой модели ОУ, что обусловливает неполную её адекватность реаль-
ным процессам с точки зрения влияния неопределенностей. С другой стороны,
модель может описываться достаточно точно соответствующими уравнениями,
коэффициенты которых изменяются заранее непредсказуемым образом. То есть
эта неопределенность может быть структурной или параметрической. Такой вид
неопределенности характерен для ситуаций, когда меняются характеристики ра-
бочих узлов ОУ вследствие износа; варьируются условий эксплуатации; изменя-
ются режимы работы; возникают отказы функциональных узлов и программного
обеспечения (ПО) [4].

Структурная неопределенность означает, что структура математической
модели является неточно известной. Структурная неопределенность, как прави-
ло, выражается в том, что динамический порядок реального объекта оказывается
выше порядка его математической модели.

Параметрическая неопределенность означает, что неизвестными остаются
постоянные (неизменные во времени) параметры математической модели. Зна-
чения параметров, используемые при синтезе алгоритмов управления, называют
номинальными. В практических случаях реальные значения параметров могут су-
щественно отличаться от номинальных. Чаще всего такая неопределенность огра-
ничивается интервалом, заданным максимально и минимально возможными зна-
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чениями параметра, в пределах которого этот параметр может изменяться. В си-
туациях, когда исходная информация позволяет сформировать статистические ха-
рактеристики, соответствующие изменению параметра в рамках заданного интер-
вала, можно использовать плотность усеченного в этом интервале распределения
значений неопределенного параметра, в частности, нормальный закон распреде-
ления [4].

Не менее важную роль играют детерминированные подходы к учету неопре-
деленностей в виду того, что при разработке СУ чаще всего необходимо ориен-
тироваться на задание допустимого поведения системы во всей совокупности со-
стояний.

Для моделей, в которых меняются параметры ОУ в широких диапазонах,
может применяться теория чувствительности, основанная на гипотезе малости ва-
риаций параметров относительно их номинальных значений и с помощью функ-
ций чувствительности позволяющая оценивать влияние параметрической неопре-
деленности на траектории системы и показатели их качества. Другой подход за-
ключается в использовании аппарата теории интервальных систем, допускающей
гипотезу произвольной неопределенности параметров, принадлежащих прямо-
угольному параллелепипеду в пространстве параметров, и решающей задачу по-
иска условий устойчивости Гурвица для значений вектора параметров, соответ-
ствующих угловым точкам параллелепипеда [11]. Еще одним способом борьбы с
такой неопределенностью является подход, при котором можно считать, что име-
ем дело не с одним объектом с ограниченной неопределенностью его параметров,
а с множеством объектов, но детерминированных, каждый из которых имеет свои
определененные значения параметров в известном диапазоне их возможного из-
менения, а все вместе они исчерпывают все возможные варианты реализации этих
неопределенных параметров. Такая задача в теории управления получила назва-
ние управление ансамблем траекторий.

1.1.2 Возмущающие воздействия

Возмущающие воздействия (ВВ), относящиеся ко второму типу неопреде-
ленностей в СУ, в виде помех или возмущений, вызванных непредсказуемыми
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флуктуациями параметров внешней среды, можно разделить на 2 больших клас-
са.

1.1.2.1 Возмущения, задаваемые их стохастическими оценками

К первому классу относят факторы, для которых известны статистические
характеристики ВВ. Это дает возможность впоследствии оценить поведение си-
стемы, используя методы статистической динамики. Применительно к стати-
стической неопределенности, когда необходимо учитывать стохастические сиг-
нальные возмущения, используются положения теории непрерывной и цифровой
фильтрации [12]. Успешное применение методов данной теории зависит от объе-
ма и качества исходной информации, а также от принципиальной применимости
соответствующей модели в той или ситуации. Статистические модели позволяют
реализовать байесовский подход, ориентированный на последовательное снятие
неопределенностей по мере накопления знаний об ОУ и СУ, что позволяет сгла-
дить последствия ошибочных значений априорных вероятностей выдвинутых ги-
потез путем увеличения числа выполняемых шагов с пересчетом текущих веро-
ятностных характеристик [13]. Статистический подход является наиболее тради-
ционным в задачах учета возможных отказов аппаратуры и ПО [4].

1.1.2.2 Множественные возмущения, задаваемые границами возможных
изменений

Второй класс возмущающих воздействий объединяет неопределенности с
неизвестными статистическими характеристиками. Свободой от недостатка или
низкого качества исходных статистических данных обладает теория нечетких
множеств [14]. Нечеткое управление на базе экспертных знаний позволяет полу-
чить соответствующие алгоритмы управления. Методы данной теории позволяют
получить нечеткие модели управляемого процесса с использованием имплика-
ций, описывающих возможные состояния системы [15].
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Существует подкласс задач, решаемых на основе интервального подхода,
предполагающий использование вероятностных моделей и теории нечетких мно-
жеств. Рассмотрим пример, показанный в [4]. Если на базе интервальных ограни-
чений на параметры ОУ αi, i = 1..k вида

αimin ≤ αi ≤ αimax,

где αimin, αimax - соответственно нижняя и верхняя границы величины αi, сформи-
рован k-мерный параллелепипед A возможных значений указанных параметров,
то вопрос о наличии определенных свойств системы с параметрами из A может
быть поставлен следующим образом.

Обозначим B - множество параметров, при которых системы обладает тре-
буемым свойством. Найдем

C = A ∩B.

Пусть имеется заданная совокупность A+ сочетаний значений параметров,
для которых разработчик убедился, что

A+ ∩B ̸= ∅

(обычно это сочетания границ интервалов).
Известны также значения переменных αi, i = {1,k}, объединенные в мно-

жество A−, для которых
A− ∩B ̸= ∅ .

Другими словами, функция принадлежности µ(α), где α - набор величин
{α1, α2, . . . , αk}, равна

µ(α) =


1, eсли α ∈ A+,

0, eсли α ∈ A−,

?, eсли α ∈
(
A \
(
A+ ∪ A−)) .

Таким образом, задача анализа системы с интервальной параметриче-
ской неопределенностью может рассматриваться как проблема оценки µ(α)

при α ∈ (A \ (A+ ∪ A−)).
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1.1.3 Неопределенности целей

Во всех задачах управления в явной или неявной форме задается критерий
качества управления, который можно рассматривать в качестве целей управления.
Очень часто, в особенности в инженерных задачах, таких критериев предъявля-
ется одновременно несколько, то есть целей управления может быть много. На-
пример, желательно иметь предельное быстродействие и одновременно высокие
оценки качества переходных процессов (минимальную динамическую ошибку,
минимальные колебательные процессы и прочее):

I1 → min (max f1(·)) ,
I2 → min (max f2(·)) ,
................................

Ik → min (max fk(·)) .

Отсюда получаем противоречивые требования, когда улучшение одного по-
казателя приводит к ухудшению другого и наоборот. Из-за противоречивости оце-
нок от 1 до k такая задача, как правило, не разрешима. Создается неопределенная
ситуация, поскольку каждую задачу решить в отдельности нельзя. Такая задача
называется задачей многокритериальной или векторной оптимизации [4]. Для ре-
шения подобных задач чаще всего используются способы, сводящие эту задачу
к задаче с одним критерием компромиссного характера на базе всех заданных с
учетом выбираемой различными методами степени значимости каждого из них.
Рассмотрим несколько таких возможных способов [9].

Простейшим способом является способ линейной свертки критериев:

I∑ =
k∑

i=1

CiIi,

где Ci – весовые коэффициенты, выбираемые в соответствии с установленными
проектировщиком степенями значимости каждого критерия, либо эти величины в
приведении критериев к стоимостному виду представляет собой объективно уста-
навливаемую удельную стоимость каждого критерия.
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В качестве еще одного способа используется минимаксный подход. В этом
случае все критерии приводятся к одной операции - min или max, тогда

I∑ = max
i∈{1;k}

Ii → min .

Также можно принять один из совокупных критериев Ij в качестве главного
и решить задачу оптимизации:

Ij → min
j∈{1;k}

с ограничениями, в роли которых учитываются другие критерии:

Iimin ≤ Ii ≤ Iimax, i = 1,2, . . . , j − 1, j + 1, . . . , k,

где Iimin и Iimax определяются заранее по заданным техническим требованиям.
Таким образом неопределенность целей ликвидируется при переходе к за-

даче с одним определенным видом критерия качества управления, полученному
в результате применения одного из известных способов.

1.1.4 Неопределенности, специально вводимые в формулировку задачи

Этот вид неопределенности вводится с целью облегчения решения задач
управления в тех случаях, когда решение задачи с полной информацией об опре-
деленных характеристиках процесса управления оказывается слишком трудным
или невозможным, а ее неточное решение может быть получено сравнительно
просто [16]. В таких случаях эта «неточность» может рассматриваться как до-
пустимая степень неопределенности характеристик процесса. Часто, такого рода
неточности вытекают из реальных требований к системе.

Наиболее характерным примером такого типа неопределенности является
требование к конечному состоянию объекта в конце процесса управления. В осо-
бенности это касается задач оптимального управления объектами с распределен-
ными параметрами [7].
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Если требуется, чтобы выход ОРП Q(x,t1) в конце оптимального процесса
t = t1 в точности совпадал с его заранее заданным пространственным распре-
делением Q∗∗(x), то такая двухточечная задача рассматривается в условиях фик-
сации начала и конца фазовой траектории движения объекта в соответствующем
бесконечномерном для систем с распределенными параметрами (СРП) фазовом
пространстве.

Решение двухточечных задач оптимизации сопряжено с рядом существен-
ных затруднений, увеличивающихся с ростом порядка дифференциальных урав-
нений, моделирующих ОУ [7; 8; 17; 18]. Проблема точного попадания в задан-
ную конечную точку при управлении бесконечномерными СРП становится прин-
ципиально более сложной. Затруднения возникают либо по причине возможной
неуправляемости объекта относительно состояния Q∗∗(x), либо из-за техниче-
ски неосуществимых алгоритмов управления. Стандартные процедуры принципа
максимума или метода моментов [7], в принципе не позволяют фактически полу-
чить точные решения таких задач при бесконечном числе переменных.

Эффективным способом преодоления указанного затруднения состоит в от-
казе от традиционной схемы с фиксированным концом фазовой траектории на
стадии постановки задачи. В любой практической задаче существуют ненуле-
вые допуски на отклонение показателей от конечного значения, то есть равенство
Q(x,t1) = Q∗∗(x) допускается выполнить с некоторой погрешностью. Это означа-
ет, что достаточно задать некоторое допустимое множество конечных состояний
Q(x,t1) ∈ G в окрестности точки Q∗∗(x).

С формальной точки зрения при этом осуществляется переход к задаче с по-
движным правым концом траектории. В этом случае, задача оптимального управ-
ления резко упрощается и имеет технически реализуемые и, как правило, простые
алгоритмически точные решения [6; 7; 16].

Формальное описание целевого множества определяется выбором оценок
качества приближения к номинальной точке. К числу наиболее распространен-
ных относят величину ошибки интегрального квадратичного приближения, рав-
ную βск и тогда множество G задается неравенством [19]:

βск =

∫ x1

x0

(Q(x,t1)−Q∗∗(x))2 xndx, n = 0,1,2 ,

где x0, x1 - начальная и конечная пространственные координаты x.
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Однако минимизация βск не исключает недопустимо больших локальных
отклонений конечного состояния оптимального процесса от заданного. Поэто-
му на практике чаще всего точность приближения Q(x,t1) к Q∗∗(x) оценивается
по заданной величине ε ошибки равномерного приближения к заданному состоя-
нию [6; 7]:

max
x∈[x0,x1]

|Q(x,t1)−Q∗∗(x)| ≤ ε.

Таким образом, переход от жесткой фиксации требуемого конечного состоя-
ния объекта к заданию целевых множеств, образуемых практически всегда суще-
ствующими допусками на возможные отклонения от этого состояния, позволяет
во многих случаях найти точные, технически реализуемые решения соответству-
ющих задач оптимизации.

1.2 Методы управления в условиях ограниченной неопределенности

В настоящее время разработан ряд различных методов построения алгорит-
мов управления техническими системами в условиях неполной информации об
управляемом процессе. Ниже приводится краткая характеристика основных из
этих подходов.

1.2.1 Робастные системы управления

Робастные системы управления относятся к классу систем с ограниченной
степенью неполноты информации об объекте. В них используются такие алгорит-
мы управления, которые не требуют своей коррекции по ходу процесса (одинако-
вый алгоритм управления), они призваны обеспечить удовлетворительное каче-
ство процесса управления при любых возможных вариациях характеристик объ-
екта в ограниченных пределах. В таких СУ используется фиксируемый заранее
алгоритм управления, который должен обеспечить требуемые, достижимые пока-
затели качества работы в условиях реализации неопределенных факторов, изме-
няющихся в некотором заранее известном и ограниченном диапазоне их возмож-
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ных значений. К преимуществам подхода относят принципиально более простую
структуру управления, не требующую применения идентификаторов, адаптеров,
устройств автоматического изменения алгоритма управления, то есть система од-
ноконтурного вида. Недостатками являются возникающие проблемы робастной
устойчивости и качества [3] и снижение показателей работы системы по выбира-
емым показателям её эффективности по сравнению с идеализированным вариан-
том наличия полного объема информации об объекте.

Суть задачи сводится к следующему: если объект обладает неопределен-
ными характеристиками и допускается, что они произвольно могут меняться в
заданном ограниченном диапазоне, то при фиксированном законе управления,
получается, что регулятор должен выбираться в задаче управления бесконечным
множеством объектов, порождаемых всеми возможными комбинациями значений
неопределенных факторов.

Неопределенности характеристик объекта могут принимать различные
формы, в числе которых:

1. Интервальные параметрические неопределенности;
2. Структурные неопределенности.
В первом случае объекты, структура которых может быть известна и задана,

например, в виде передаточной функции, однако параметры этой передаточной
функции могут принимать любые значения в заданных ограниченных пределах;
например, при описании модели объекта простым апериодическим звеном будем
иметь:

Wobj =
k

(Tp+ 1)
;

kmin ≤ k ≤ kmax; Tmin ≤ T ≤ Tmax.

Любой фиксированной комбинации значений k и T в допустимых пределах их из-
менения отвечает своя модель объекта, а ей отвечает своя траектория движения.
Все множество траекторий движения при регуляторе с фиксированным значени-
ем параметров его настроек получило название ансамбля траекторий, а задача -
задачей управления ансамблем траекторий.

Во втором случае, неизвестна структура объекта, а структурные неопреде-
ленности записываются в аддитивной или мультипликативной форме. В простей-
шем варианте, применительно к одномерным объектам, если амплитудно-фазовая
характеристика (АФХ) объекта Wobj(jω) не полностью известна по своей струк-
туре, то она может быть представлена в виде:
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– Wobj(jω) = W 0
obj(jω) + η1(jω) - аддитивная неопределенность;

– Wobj(jω) = W 0
obj(jω)η2(jω) - мультипликативная неопределенность.

ЗдесьW 0
obj - заданнаяАФХ с точно известной структурой и параметрами, а η1 и η2 -

неизвестные дополнения, учитывающие структурные неопределенности объекта
с интервальными ограничениями на их амплитудно-частотные характеристики

|η1(jω)| ≤ f1(ω); |η2(jω)| ≤ f2(ω),

где f1 и f2 - заданные функции частоты.
В итоге вновь возникает задача управления ансамблем траекторий.
Робастные системы управления могут строиться применительно к различ-

ным постановкам задач. Это могут быть классические задачи построения систем
стабилизации, когда главное требование заключается в обеспечении устойчиво-
сти и качества процесса управления. При этом возникают центральные пробле-
мы робастной устойчивости и робастного качества, подразумевая, что указан-
ные свойства будут иметь место для всех допустимых сочетаний неопределен-
ных параметров из соответствующих интервалов. Применительно к задачам оп-
тимального управления ансамблем траекторий могут быть использованы методы
построения игровых систем управления, H∞-оптимизации, минимаксной опти-
мизации [3; 16; 20].

1.2.1.1 Устойчивость и качество в робастных СУ

Как отмечалось ранее, ключевым понятием является устойчивость систем
управления.

Непрерывная система, заданная в пространстве состояний

ẋ = Ax+ u, (1.1)

где A - матрица n× n, называется устойчивой, если x(t) → 0 при t→ ∞ для лю-
бого x(0) при u ≡ 0. При наличии внешнего входа u система называется устой-
чивой, если x(t) остается ограниченным при любом ограниченном входе u(t)
(BIBO-устойчивость). При этом для устойчивости системы необходимо и доста-
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точно, чтобы все собственные значения λi матрицы A лежали в левой полуплос-
кости: Reλi < 0, i = 1,n, т.е. матрица A гурвицева.

Устойчивость линейной системы эквивалентна существованию квадратич-
ной функции Ляпунова, которая положительна и монотонно убывает на решениях
x(t) системы.

Проверка устойчивости в этом случае выполняется на основе критерия Ми-
хайлова по поведению годографа, либо алгоритму Рауса, основанному на пони-
жении степени полинома [3; 4].

Об устойчивости замкнутой СУ можно судить по поведению годографа пе-
редаточной функции разомкнутой системы по критерию Найквиста.

Для многомерных систем критерии устойчивости формулируются с помо-
щью собственных значений матрицы состояний. Для устойчивых систем пред-
ставляет интерес более точное описание всех состояний, в которые может быть
переведена система с помощью ограниченных управлений [3; 4].

Современное состояние проблемы анализа и синтеза СУ в условиях интер-
вальной неопределенности параметров объекта произведено в [4]. Здесь выделе-
ны следующие основные сформировавшиеся направления:

– Анализ и синтез с использованием интервальных характеристических по-
линомов [3; 4; 21];

– Анализ и синтез в частотной области [3; 4];
– Исследование на основе интервальных моделей в пространстве состоя-
ний, сопряженное с рядом серьезных трудностей, в числе которых отсут-
ствие сформулированных необходимых и достаточных условий робаст-
ной устойчивости [22; 23], за исключением частного случая - «симмет-
ричных» матриц [24];

– Решение задач оптимизации для систем с параметрической неопределен-
ностью, рассмотренные в ряде работ [25; 26].

Рассмотрим первое направление. Для робастной устойчивости нулевого ре-
шения описанной ранее непрерывной системы (1.1) при u ≡ 0 считается, что ха-
рактеристический полином

B(p) = pn + b1p
n−1 + · · ·+ bn,

где p - переменная Лапласа, при любых сочетаниях значений коэффициентов
bi, bimin < bi < bimax, i = 1,n, ограниченных своими интервалами, имел кор-
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ни только в левой половине комплексной плоскости. В этом случае B(p) относят
к классу интервальных характеристических полиномов [4].

Фундаментальные результаты, определяющие необходимые и достаточные
условия асимптотической устойчивости получены Харитоновым [27].

Еще одной проблемой, связанной с робастной устойчивостью, является
оценка запасов устойчивости с точки зрения определения допустимых пределов
варьирования параметров [28; 29].

Для определения уровня качества управления вводится понятие относи-
тельной устойчивости. Линейная динамическая система считается относительно
устойчивой, если все корни характеристического полинома этой системы лока-
лизованы в заданной области комплексной области, которая, в частном случае,
может быть замкнутой и может быть распространена на случай систем с интер-
вальной неопределенностью характеристик объекта, подразумевая разнообраз-
ные варианты расположения корней полинома при различных сочетаниях варьи-
руемых параметров в пределах заданных интервалов. При этом качество робаст-
ного управления будет определятся принадлежностью полюсов системы некото-
рой желаемой области.

Процедуры решения указанной задачи восходят к классическим методам,
таким как метод корневого годографа и алгоритм построения областей устойчи-
вости для систем с большим коэффициентом усиления, а близкую к современной
трактовку вопроса и развитие получила в работах [30; 31]. Работа [32], в которой
предлагается алгоритм, основанный на теории линейных матричных уравнений,
способствовал продвижению в определении условий, при которых корни интер-
вальных характеристических полиномов будут лежать в наперед заданной обла-
сти. В интервальной постановке задача об относительной устойчивости впервые
включена в работу [33], а свое развитие в работе [34]. Приближенное нахождение
границ области, в которой гарантировано располагаются корни интервального ха-
рактеристического полинома, рассмотрено в работах [35; 36]. Построение обла-
сти гарантированного расположения корней полинома опирается на информацию
о номинальных значениях его коэффициентов и данные относительно области их
изменения в пространстве указанных переменных. В [4] предлагаются два подхо-
да, позволяющие устранить недостаток ранее разработанных методов, заключа-
ющийся в возрастании погрешности оценки свойств СУ при большом количестве
операций стандартной интервальной арифметики и игнорировании взаимосвязан-
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ности значений чисел внутри заданных интервалов. Первый поход заключается в
переходе к операциям нестандартной интервальной арифметики [37]. Второй под-
ход состоит в минимальном использовании операций над интервалами на этапах
анализа и синтеза, предусматривающих большие объемы вычислений [38; 39].

В [4] к основным направлениям исследований в области анализа и синтеза
СУ с интервальной неопределенностью в частотной области относят:

– Определение робастности известных методов анализа и синтеза СУ в ча-
стотной области;

– Адаптация известных подходов к различным моделям неопределенности
и разработка новых [40; 41].

В [42] сформулирован аналог критерия устойчивости Михайлова примени-
тельно к СУ с интервальной параметрической моделью неопределенности, однако
переход от характеристик разомкнутых СУ к характеристикам замкнутых приво-
дит к «загрублению» выводов о свойствах системы. В [29; 43] дано обобщение
теоремы Харитонова на случай характеристического уравнения замкнутой СУ с
интервальной неопределенностью характеристик объекта, однако анализ устой-
чивости требует значительного объема вычислений. В [43] предложена частотная
функция, обеспечивающая робастную устойчивость замкнутой СУ, определение
которой также сопряжено с большим объемом вычислений. В [29] рассмотрены
параметрическая и непараметрическая модели влияния неопределенных факто-
ров, а также методы определения устойчивости, требующие гораздо меньшего
объема вычислений.

Недостатком методов, ориентированных на анализ частотных характери-
стик системы с неопределенными параметрами, является загрубление конечно-
го результата при применении правил интервальной арифметики [4]. Альтерна-
тивой являются методы, позволяющие определять устойчивость и динамические
характеристики замкнутой СУ с интервальной неопределенностью по передаточ-
ной функции или АФХ разомкнутой системы.

Для моделей со структурной неопределенностью предложен модифициро-
ванный робастный критерий Найквиста [44], а в работе [45] - частотные методы
синтеза робастных регуляторов, такие как метод многомерных обратных частот-
ных характеристик и метод характеристического годографа.

В работах [46; 47] описан обобщенныймногомерныйметодНайквиста, при-
менимый к широкому классу объектов и оценены методы определения его ро-
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бастности по отношению к аддитивным возмущениям. В [48; 49] сформулиро-
ван частотный графоаналитический критерий робастной устойчивости примени-
тельно к параметрической неопределенности и исследован вопрос о робастной
устойчивости замкнутой системы, однако критерий сложен в использовании. В
[4] определены пути уточнения методик синтеза СУ с интервальной параметри-
ческой неопределенностью.

Анализ качества управления с использованием интервальных частотных ха-
рактеристик сопряжен с вычислением запасов устойчивости СУ, оценки величин
запасов устойчивости которых также отражают неопределенность и варьируются
в пределах интервалов своих возможных значений. В [4] приведено описание спо-
собов определения запаса устойчивости по фазе и по амплитуде для интервальной
модели системы. По полученным значениям границ диапазонов варьирования за-
пасов устойчивости интервальной системы можно установить в каких пределах
находятся показатели качества управления.

Распространение подхода, предполагающего построение годографов Най-
квиста, на случай многомерных систем представляет собой отдельную сложную
задачу, где основным аппраратом является метод характеристических годографов
[50], который, однако не может быть применен к анализу и синтезу СУ объекта-
ми с произвольным числом интервальных параметров по причинам, приведенным
в [4]. Однако для систем невысокой размерности задача исследования свойств мо-
жет быть решена по известным выражениям для их характеристических полино-
мов [51].

1.2.1.2 Теоретические основы оптимального управления в робастных СУ

Как было указано в § 1.2.1 задача управления ансамблем траекторий воз-
никает в тех случаях, когда точные значения параметров или начальное положе-
ние системы неизвестны, в связи с чем возникает необходимость описания всех
траекторий движения, исходящих из допустимых начальных состояний при всех
возможных значениях параметров.
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Описание поведения моделиСУ в условиях неопределенности в форме диф-
ференциальных уравнений с параметром записывается следующим образом [52]:

ẋ(t) = f(t,x(t),u(t),a), a ∈ α;x(t0) = s, s ∈ σ,

где x – вектор состояния системы, x ∈ Rn; u – вектор управления, t – время,
a ∈ Rk – вектор параметров; s ∈ Rn – начальное состояние системы; Rn, Rk

n- и k-мерное евклидово пространство; значения a и s определяются соответству-
ющими заданными множествами α, σ возможных значений.

Полагая, что xn+1 = a1, . . . , xn+k = ak; ẋn+1 = 0, . . . , ẋn+k = 0 в модели
исключаются параметры a путем ввода дополнительных переменных состояния
xn+i, i = 1,k и считается, что ансамбль траекторий порождается только неопре-
деленностью начального состояния x(t0) ∈ σ × α.

Тогда модель объекта управления будет описываться дифференциальным
уравнением

ẋ(t,s) = f(t,x(t,s),u(t)), x(t0,s) = s ∈ σ, (1.2)

где u – вектор управления, u ∈ U , U – заданное множество допустимых значе-
ний управления; t – время, заданное промежутком функционирования системы
t ∈ [t0,t1] с известными моментами начала и завершения процесса t0, t1; s – на-
чальное состояние системы, s ∈ σ ⊂ Rn, σ – заданное компактное множество
допустимых начальных состояний; x(t,s) – значение вектора состояния системы
в момент времени t, соответствующее фиксированному начальному состоянию s
и управлению u(·); f(t,x,u) – непрерывная вместе со своими частными производ-
ными вектор-функция.

Рассматривается задача со свободным правым концом траектории c про-
граммным управлением u(t).

Множество допустимых управлений U0 образуют кусочно-непрерывные
функции u(·) со значениями в множестве U .

Для каждого допустимого управления u(·) ∈ U0 имеется совокупность ре-
шений x(t,s) уравнения (1.2) для различных фиксированных начальных состоя-
ний s ∈ σ. Объединение этих решений

∪
x(·, s) называется ансамблем траекторий

системы (1.2), порожденным управлением u(·) и множеством σ [1; 53; 54].
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Функционал качества управления определяется следующим образом:

I(s,u(·)) =
∫ t1

t0

f 0(t,x(t,s),u(t))dt+ F (x(t1,s)), (1.3)

где f 0(t,x,u), F (x) – заданные непрерывно дифференцируемые функции.
Качество управления u(·) ∈ U0 ансамблем траекторий оценивается макси-

мальным значением этого функционала:

IΓ (u(·)) = max
s∈σ

I(s,u(·)). (1.4)

При фиксированном управлении величина IΓ (u(·)) равна значению функ-
ционала (1.3), полученному для наихудшей траектории в пучке при самом небла-
гоприятном выборе начального условия s.

Требуется найти допустимое управление u∗(·) ∈ U0, на котором достигается
минимум функционала (1.4):

IΓ (u
∗(·)) = min

u(·)∈U0

max
s∈σ

I(s,u(·)).

Такое управление u∗(·) называется оптимальным гарантирующим, а зада-
ча – задачей синтеза оптимального гарантирующего управления.

В [54] сформулированы необходимые условия оптимальности.
Пусть u∗(·) – оптимальное гарантирующее управление, а

∪
x(·, s) – соответ-

ствующий этому управлению ансамбль траекторий, описываемых уравнением

ẋ(t,s) = f(t,x(t,s),u∗(t)), t ∈ T,

x(t0,s) = s ∈ σ.
(1.5)

Тогда существует скалярная функция ϕ(t,s) и вектор-функция Ψ(t,s) =

= (Ψ1(t,s), . . . ,Ψn(t,s))
T , удовлетворяющие уравнениям

ϕ̇(t,s) = −f 0(t,x(t,s),u∗(t)), t ∈ T, s ∈ σ,

Ψ̇j(t,s) = −∂H(t,Ψ(t,s),x(t,s),u∗(t,s))

∂xj
, j = 1,n,

(1.6)
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с условиями
ϕ(t1,s) = F (x(t1,s)),

Ψj(t1,s) = −∂F (x(t1,s))
∂xj

, j = 1,n,
(1.7)

такие, что в каждой точке непрерывности управления выполняется соотношение

u∗(t) = argmax
u∈U

min
s∈σ∗

{H(t,Ψ(t,s),x(t,s),u)−H(t,Ψ(t,s),x(t,s),u∗(t,s))} . (1.8)

где H(t,Ψ(t,s),x(t,s),u) =
∑n

j=1Ψj · fj(t,x,u) − f 0(t,x,u) – гамильтониан, σ∗ =

= {s∗ ∈ σ|ϕ(t0,s∗) = maxs∈σ ϕ(t0,s)} – совокупность точек глобальных максиму-
мов функции ϕ(t0,s) на множестве σ.

Соотношения (1.5)–(1.8) представляют собой краевую задачу для системы
обыкновенных дифференциальных уравнений с параметром s.

Оптимальное гарантирующее управление u∗Γ (t,x) с полной обратной связью
для любого ансамбля траекторий системы (1.3) совпадает с оптимальным управ-
лением u∗(t,x) для функционала (1.2).

Примером может служить рассмотренная в [55] задача параметрической оп-
тимизации не полностью определенных линейных бесконечных систем с распре-
деленными параметрами параболического типа, где предлагается конструктив-
ный подход к её решению, заключающийся в переходе к программной реализа-
ции в реальном масштабе времени принципа обратной связи, а текущие состоя-
ния объекта, оцениваемые по измеряемым сигналам обратных связей в заранее
задаваемые моменты времени, рассматриваются в качестве известных началь-
ных состояний при построении в соответствии со стратегией гарантированного
результата оптимальных программных управляющих воздействий для порожда-
емых неопределенными факторами моделей системы на последующих стадиях
процесса управления.

1.2.1.3 H∞-оптимальные системы

Классические частотные методы, отличающиеся простотой, наглядностью,
удобством инженерной интерпретации [56—58], широко используемые для реше-
ния типичных задач анализа и синтеза одномерных СУ, получили свое развитие
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в направлении проектирования регуляторов в условиях ограниченной неопреде-
ленности характеристик ОУ в формеH∞-теории управления, получившей широ-
кое применение в инженерной практике [16].

Ряд важных задач аналитического конструирования линейных СУ может
быть сведен к задаче минимизации H∞-нормы матрицы передаточных функций
замкнутой системы от внешнего входа к внешнему выходу на множестве стаби-
лизирующих регуляторов [59; 60].

В рамкахH∞-теории формулируются задачи слежения, компенсации, опти-
мального приближения к заданным эталонам в частотной области, минимаксные
аналоги классических линейно-квадратичных задач [59; 61].

Проблема разработки конструктивных процедур синтезаH∞-оптимальных
регуляторов, решающих отмеченный круг задач, является центральной в раз-
витии H∞-теории управления. В частности, выделяют спектральный метод и
метод пространства состояний, техника вычисления которых достаточно слож-
на [59; 61—63].

Самостоятельное значение приобретают частные варианты параметриче-
ского синтеза ввиду эффективности и широкого распространения в инженерной
практике подобной интерпретации оптимизационных задач. Типичными задача-
ми параметрического синтеза является синтез замкнутых СУ по выбору настроек
стандартных регуляторов или параметров корректирующих звеньев, часто сводя-
щихся к соответствующим задачам полубесконечной оптимизации [16; 62; 64].

Если ∆ есть ветор искомых параметров регулирующих устройств, а I(∆) –
заданная целевая функция, характеризующая выбранный критерий оптимально-
сти синтезируемой системы, то проблема сводится к выбору∆минимизирующего
I(∆) на параметрически заданном множестве Gn ∋ ∆ стабилизирующих регуля-
торов

I(∆) → min, ∆ ∈ Gn (1.9)

в условиях дополнительных ограничений на учитываемые показатели каче-
ства [64].

При этом в роли достаточно представительной количественной характери-
стики как целевой функции, так и функциональных ограничений могут быть ис-
пользованыH∞-нормы частотных характеристик линейной системы, сводимые к
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функциям максимума максимальных сингулярных чисел соответствующих пере-
даточных матриц замкнутой системы в частотной области [61; 62; 64—66].

В скалярном случае указанныеH∞-нормы совпадают с максимумами АЧХ.
В частности, в ряде конкретных ситуаций в качестве критерия оптимизации
I(∆), характеризующего реакцию системы на внешние возмущения с ограничен-
ной дисперсией в условиях неполной информации о частотном спектре воздей-
ствий, целесообразно рассматривать H∞-норму передаточной функцииWw(p,∆)

замкнутой системы по рассматриваемому возмущению [61; 62; 64] , и тогда для
одномерной системы задача (1.9) сводится к задаче на минимакс соответствую-
щей АЧХ |Ww(jω,∆)|:

I(∆) = max {|Ww(jω,∆)| : ω ∈ L1} → min,∆ ∈ Gn. (1.10)

Требования к качественнымпоказателям часто могут быть сформулированы
в виде ограничения на H∞-норму передаточной функции Wu(p,∆) системы по
управляющему воздействию, что по определению приводит в одномерном случае
к ограничению на величину максимума АЧХ |Wu(jω,∆)| [61; 62; 64]:

max {|Wu(jω,∆)| : ω ∈ L1} ≤M. (1.11)

В итоге получаем минимаксную задачу полубесконечной оптимизации
(1.10) и (1.11), которая представляет собой типичную инженерную задачу вы-
бора настроек регулятора заданной структуры, минимизирующего реактивность
системы управления по отношению к аддитивным возмущениям с ограниченной
дисперсией в условиях заданного ограничения на величину показателя колеба-
тельности [62; 67].

Требования, предъявляемые к грубости синтезируемой системы по
отношению к неструктурированным мультипликативным неопределенно-
стям η(p) [61; 62; 64; 66] характеристик модели объекта, могут быть учтены в
форме дополнительных ограничений на H∞-норму Wu(p,∆) в зависимости от
оценок ∥η(p)∥∞.

Соответствующее достаточное условие робастной устойчивости [3] на клас-
се устойчивых возмущений η(p) для случая устойчивой порождающей одномер-
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ной системы принимает вид [61; 62; 64; 65]:

max {|Wu(jω,∆)v(jω)| : ω ∈ L1} ≤ γ < 1, (1.12)

где v(p) - заданная устойчивая функция, ограничивающая возмущение η(p) по его
H∞-норме, а заданное число γ определяет требуемую степень близости к границе
области устойчивости.

Проблема параметрического синтеза робастных регуляторов в многомер-
ных линейных СУ, принимающая в одномерном варианте вид задачи полубес-
конечной оптимизации (1.10)–(1.12) рассматривается в [16].

1.2.1.4 Методы матричных неравенств в задачах синтеза робастных СУ

Синтез робастных законов управления динамическими системами может
быть произведен на основе численного решения линейных матричных нера-
венств.

Свое развитие это направление получило с появлением вычислительных
методов и алгоритмов реализации, что способствовало активному примене-
нию линейных матричных неравенств в различных областях теории управле-
ния [68—71], в том числе при синтезе H∞-регуляторов [72; 73].

Основная идея синтеза регуляторов по данному методу заключается в фор-
мулировании цели управления в виде неравенства относительно квадратичной
функции Ляпунова замкнутой системы, которое затем может быть представле-
но в виде линейного матричного неравенства относительно неизвестной матрицы
параметров регулятора специального вида, после чего решается задача отыскания
параметров регулятора [69].

Первыми работами, в которых систематически изложена техника аппарата
линейных матричных неравенств, являются [3; 68; 69; 74].

В [69] изучаются основные проблемы теории управления, которые могут
быть решены с помощью линейных матричных неравенств, в частности, задачи
стабилизации, модельного управления, оптимального гашения внешних возму-
щений в рамках теорииH∞-управления, робастной устойчивости, стабилизации и
робастного H∞-управления. Результаты, позволяющие переформулировать про-
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блему подавления ограниченных внешних возмущений в терминах инвариантных
эллипсоидов на основе использования аппарата линейных матричных неравенств,
показаны в [75].

1.2.1.5 Методы теории игр в задачах управления в условиях ограниченной
неопределенности

Ряд практических задач в экономике, военном деле, промышленном произ-
водстве и др. связан с необходимостью реализации стратегии поведения, обес-
печивающей достижение гарантированного результата в обстановке несовпадаю-
щих целей оперирующей стороны и её партнера/противника [2; 16; 20; 76].

Постановка задачи и её решение рассматривается в [52]. Модель ОУ опи-
сывается обыкновенным дифференциальным уравнением, а её движение проис-
ходит под управлением двух сторон. При этом, если оперирующая сторона и парт-
нер/противник располагают возможностями выбора векторов ∆, y соответствен-
но и стремятся к достижению максимума своих целевых функций F0, f0, завися-
щих от поведения друг друга [16]

F0(y,∆) → max, ∆ ∈ Gn; f0(y,∆) → max, y ∈ Lr,

стратегия наилучшего гарантированного результата для оперирующей стороны
определяется процедурой отыскания максимина [2; 20; 77] (при отсутствии ин-
формации о выборе вектора y противником):

I(∆) = min{F0(y,∆) : y ∈ Lr} → max, ∆ ∈ Gn.

Частным примером оптимизационной задачи с экстремальными огра-
ничениями [78] является задача максимина со связанными переменны-
ми [2; 20; 76; 77]:

I(∆) = min{F0(y,∆) : y ∈ B(∆)} → max, ∆ ∈ Gn;

B(∆) = {y ∈ Lr : f0(y,∆) = max{f0(z,∆) : z ∈ Lr}}.
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в случае, если выбор вектора ∆ оперирующей стороной известен партнеру/про-
тивнику. К таким задачам относятся задачи обратной оптимизации [79], пробле-
мы теории игр [80], иерархических систем управления [81].

1.2.1.6 Минимаксная оптимизация в задаче построения робастных СУ

При минимаксном подходе к синтезу робастных СУ в качестве робастно-
го оптимального можно рассматривать фиксированный алгоритм управления, яв-
ляющийся решением соответствующей детерминированной минимаксной задачи
оптимизации [16] поведения всего ансамбля траекторий процесса, порождаемого
всеми возможными реализациями неопределенных факторов на заданных допу-
стимых множествах их изменения и выступающего в роли соответствующего ОУ
[82].

Главным принципом при решении минимаксных задач оптимизации являет-
ся обеспечение наилучшего результата в наихудшем случае, или, другими слова-
ми, обеспечение гарантированного решения задачи управления ансамблем (прин-
цип гарантированного результата, см. §1.2.1.2) [77; 83].

Применительно к параметризуемым управляющим воздействиям и неопре-
деленным факторам формальная постановка минимаксной задачи сводится к сле-
дующему виду:

I(∆) = max{F0(y,∆) : y ∈ Lr} → min, ∆ ∈ Gn;

Φ(∆) = max{F (x,∆) : x ∈ Ωm} ≤ ε.
(1.13)

ЗдесьF0(·), F (·) – заданные известныефункции своих аргументов; I(·) – критерий
оптимальности; Φ(·) – функциональные ограничения; ∆ = (∆1 . . .∆i), i = 1,n –
вектор параметров, однозначно характеризующий искомое управление задачи
(1.13); y = (y1 . . . yj), j = 1,r; x = (x1 . . . xs), s = 1,m; – параметры, интер-
претация которых зависит от конкретной задачи, где под y может подразумевать-
ся вектор неопределенных параметров; ε – заданная величина, характеризующая
допустимый уровень ограничений по величине функций Φ(·); Lr, Gn, Ωm – до-
пустимые области изменения соответствующих параметров.
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Приведенная постановка задачи подобна типичной задаче математического
программирования [16], однако её принципиальное отличие заключается в нали-
чии функции максимума в функциях I(∆), Φ(∆), что приводит к соответству-
ющим задачам недифференцируемой оптимизации [84] с бесконечным числом
функциональных ограничений в (1.13), которые должны выполнятся для всех
x ∈ Ωm. Такие задачи называют задачами полубесконечной оптимизации [16; 64].

К виду (1.13) сводится ряд актуальных задач управления, в том числе рас-
смотренная ранее задача управления в конфликтных ситуациях, а также характер-
ные задачи оптимального управления объектами с распределенными параметра-
ми в условиях интервальной неопределенности характеристик объекта [6; 9; 55].

1.2.2 Адаптивные системы управления

Адаптивные системы управления принадлежат к классу систем, в которых
неопределенность характеристик их элементов ликвидируется в процессе работы
системы на основании рабочей информации, получаемой в процессе управления
по различным оценкам поведения объекта, и, если необходимо, корректируют-
ся настройки регулятора по заданному алгоритму в зависимости от измеряемых
характеристик объекта. Их основным преимуществом по сравнению с робастны-
ми СУ являются более высокие качественные показатели, близкие к системам с
полным объемом информации.

Общий вид типичной адаптивной СУ, состоящей из двух контуров, пока-
зан на рисунке 1.1, где А – адаптер, оценивающий реальное состояние объекта и
воздействующий на регулятор Р, δ – ошибка, взятая как разность между устав-
кой x и выходом объекта системы z, u – управляющее воздействие с регулятора, а
h – возмущающее воздействие.

Если изменяются только параметры закона управления, то такая адаптивная
система называется самонастраивающейся системой, в случае изменения закона
управления, адаптивная система будет называться самоорганизующейся.

Адаптивные системы могут быть подразделены на две группы:
– Поисковые адаптивные СУ, основанные на непрерывном поиске точки
экстремума;
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Рисунок 1.1 — Обобщенная структура адаптивной системы управления.

– Беспоисковые адаптивные СУ, в которой управляющее воздействие вы-
рабатывается в результате сравнения истинного значения управляемой
величины с заданным значением.

Наибольшее распространение получила вторая группа адаптивных СУ, ко-
торая в свою очередь делится на адаптивные системы с эталонной моделью и
адаптивные системы с идентификатором, задача которого заключается в оценке
реальных значений параметров объекта по информации о поведении системы и
выработке корректирующего воздействия на регулятор.

Беспоисковые самонастраивающиеся СУ с эталонной моделью наиболее
привлекательны ввиду относительной конструктивной простоты, быстродей-
ствия и высокой эффективности работы [4]. Информация о наличии параметриче-
ской неопределенности определяется рассогласованием движения основного кон-
тура и эталонной модели, которая представляет собой стационарное динамиче-
ское звено, структура и параметры которого выбираются на основе имеющейся
априорной информации и требований к качеству управления.

Интересными с точки зрения практического применения являются беспо-
исковые самонастраивающиеся системы с эталонной моделью на базе концеп-
ции обобщенного настраиваемого объекта, подстраивающегося под эталонную
модель и включающего в себя совокупность объекта управления, исполнитель-
ного механизма и перенастраиваемых корректирующих устройств [85; 86].

Структура беспоисковой самонастраивающейся системы управления с эта-
лонной моделью представлена на рисунке 1.2. Первый контур включает в себя
объект управления ОУ и регулятор Р и предназначен для устранения рассогласо-
вания δ между заданным x и текущим z значениями выхода объекта ОУ. Второй
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контур содержит эталонную модель ЭМ, задающую динамические характеристи-
ки ОУ, а также управляющее устройство УУ, которое минимизирует разницу меж-
ду выходом эталонной модели и реального объекта путем настройки параметров
регулятора Р в соответствии с заданными алгоритмами самонастройки.

Рисунок 1.2 — Структура беспоисковой самонастраивающейся системы
управления с эталонной моделью.

В итоге, задача синтеза регулятора Р сводится к традиционной задаче син-
теза регулятора для линейного стационарного объекта.

1.2.3 Интеллектуальные системы управления

Интеллектуальные системы управления принято использовать в условиях
неточных модельных представлений, для которых характерно отсутствие точных
математических моделей ОУ или их чрезмерная сложность, высокая размерность
пространства состояний, иерархичность, высокий уровень шумов и внешних воз-
мущений [4; 10]. Классический подход к построению СУ с такими объектами
невозможен.

Интеллектуальные СУ ориентированы на обработку и использование зна-
ний в соответствующей предметной области, в частности, путем применения
логико-лингвистической аппроксимации характеристик объекта и продукцион-
ных правил логического вывода [87; 88].

Классификация интеллектуальных систем по уровню их интеллектуально-
сти производится на основе слоев интеллектуальности [89] (в порядке убывания):

– Слой интерактивного человеко-машинного диалога;
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– Слой прогноза событий;
– Слой самообучения и адаптации;
– Слой обработки и использования базы знаний и формирования управля-
ющих решений;

– Слой исполнительный.
Применительно к этой классификации, в [89] вводится понятие степени ин-

теллектуальности:
– В малом (задействованы два нижних слоя);
– В большом (задействованы три нижних слоя);
– В целом (задействованы все слои).
Наибольшее распространение получили интеллектуальные системы в ма-

лом, как наиболее разработанные и относительно простые в реализации.
Выделяют, в частности, нечеткие системы управления и СУ, построенные

на базе нейронных сетей.

1.2.3.1 Общие принципы построения нечетких систем управления

Применение аппарата нечеткой логики позволяет решить задачи, в кото-
рых данные, цели и ограничения являются слишком сложными или недостаточно
определенными, что приводит к невозможности точного математического описа-
ния.

К ситуациям, в которых могут использоваться нечеткие модели, относятся
[4; 90]:

– ситуация, когда имеется лингвистическое описание, отражающее ка-
чественное понимание процесса и позволяющее построить множество
нечетких логических правил;

– ситуация, в которой имеются известные уравнения с неточно идентифи-
цируемыми параметрами, хотя бы грубо описывающие поведение про-
цесса;

– ситуация, в которой имеется известное сложное математическое описа-
ние процесса, которое можно интерпретировать нечетким образом.
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К первым результатам практического применения алгоритмов нечеткой ло-
гики относят работы Э. Х. Мамдани [91; 92], где под нечетким управлением по-
нимается стратегия управления, основанная на эмпирически приобретенных зна-
ниях относительно функционирования процесса, представленных в лингвистиче-
ской форме, как некоторая совокупность правил. Реализация нечеткого управле-
ния, по своей сути, воспроизводит некоторую заданную функциональную зависи-
мость. При этом нечеткий регулятор реализует, образно говоря, функции челове-
ка, как оператора, управляющего процессом и выбирающего наиболее подходя-
щий способ управления в зависимости от текущей ситуации.

Формирование управляющих воздействий складывается из следующих эта-
пов [4]:

– Фаззификация или преобразование полученных входных значений к
нечеткому виду, в форме лингвистических переменных;

– Определение нечетких значений выходных переменных, заданных в ви-
де функций их принадлежности соответствующимнечеткиммножествам,
на основе сформулированных правил логического вывода, записанных в
базе правил;

– Дефаззификация или вычисление реальных числовых значений выходов,
используемых для управления объектом.

Предпосылками к применению нечетких регуляторов являются:
– Большие число входных параметров, подлежащих оценке;
– Многомерность;
– Сильные возмущения;
– Нелинейности
– Неточности математических моделей программы регулирования;
– Использование технических знаний.
Таким образом, наиболее эффективными областями применения [93] нечет-

ких регуляторов будут приложения, в которых работа оператора, управляющего
процессом, может быть описана в виде свода нечетких правил, а также прило-
жения, в которых управляемые процессы описываются слишком сложными мате-
матическими моделями и для управления которыми используется эмпирические
знания и измерительная информация.
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1.2.3.2 Общие принципы построения систем управления на базе нейронных
сетей

Нейронная сеть представляет собой математическую модель, построенную
по принципу организации и функционирования сетей нервных клеток живого ор-
ганизма [94].

Нейронные сети успешно справляются с тремя категориями трудностей при
построении СУ, модель которых чрезмерно сложна [4; 95]: вычислительной слож-
ностью, наличием нелинейностей и неопределенностью. Высокая скорость рас-
четов обеспечивается параллельной структурой нейронных сетей. Нелинейные
компоненты таких сетей могут использоваться для аппроксимации нелинейных
отображений с любой степенью точности. Параметры нейронных сетей могут
подстраиваться в реальном времени с учетом входных и выходных данных, что
обеспечивает высокое качество функционирования СУ в условиях существенной
неопределенности информации об ОУ.

Включение нейронной сети в СУ позволяет накапливать знания в процес-
се её функционирования и использовать их для улучшения своих качественных
характеристик.

Существуют различные сферы применения нейронных сетей [4; 95—97].
Одним из направлений применения таких сетей является задача идентификации
(см. рисунок 1.3), когда выход объекта X и выход нейронной сети U сравниваются
при одинаковом входном воздействии Xвх, а процедура обучения сети состоит в
изменении весов её связей с целью уменьшения рассогласования ”e” до некоторой
заданной допустимой величины.

Возможно включение нейронной сети в качестве регулятора в замкнутый
контур управления объектом (см. рисунок 1.4), где целью обучения нейронной
сети является уменьшение рассогласования между выходами объекта Z и эталон-
ной модели Z*, что позволяет достигнуть желаемой динамикиСУи качественного
управления объектом в широком диапазоне изменения режимов его работы в силу
нелинейно природы нейросетей.

Нейронные сети используются в качестве адаптера для подстройки парамет-
ров регулятора. На рисунке 1.5 показана структура СУ с адаптером, подстраива-
ющим коэффициенты типового ПИД-регулятора. В таких системах целью обуче-
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Рисунок 1.3 — Структура системы управления с нейронной сетью в качестве
идентификатора.

Рисунок 1.4 — Структура системы управления с нейронной сетью в качестве
регулятора.
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ния нейронной сети является формирование такого вектора коэффициентов ПИД-
регулятора, который бы обеспечивал минимальное рассогласование между выхо-
дами объекта и эталонной модели.

Рисунок 1.5 — Структура системы управления с нейронной сетью в качестве
адаптера.

Возможны иные варианты комбинированного применения нейронных се-
тей наряду с традиционными алгоритмами управления, например, параллельного
подключения, что позволяет использовать преимущества как линейных регулято-
ров, в качестве которых выступают точность, простота и удобство доводки, так и
помехозащищенность, нелинейный характер и способность к обучению нейрон-
ной сети.

1.3 Содержательная постановка задачи

Указанные выше трудности создания систем управления не полностью
определенными динамическими объектами существенно увеличиваются приме-
нительно к бесконечномерным объектам с распределенными параметрами, для
которых наиболее характерной является интервальная неопределенность его па-
раметрических характеристик, в первом приближении неизменных во времени на
протяжении процесса управления [9; 98]. Применение описанных выше подходов
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для построения СУ ОРП в таких условиях отличается глубокой спецификой. Из-
вестные результаты по синтезу алгоритмов управления подобными ОРП в основ-
ном ограничиваются распространением этих подходов для систем с сосредото-
ченными параметрами на дискретные аппроксимации моделей ОРП, что связано
с целым рядом известных недостатков [99]. В настоящей работе ставится цен-
тральная для целого ряда технических объектов задача построения оптимальных
по быстродействию систем управления бесконечномерными ОРП, описываемы-
ми управлениями в частных производных параболического типа с интервальными
неопределенностями параметров используемых моделей.

Выбор между двумя базовыми подходами к синтезу алгоритмов управления
ОРП путем построения робастных или адаптивных систем управления сделан в
пользу адаптивной системы с идентификатором, обеспечивающей при эффектив-
ном построении процедуры идентификации качественные характеристики по вы-
бранному критерию оптимальности, близкие к системе с полным объемом инфор-
мации об объекте управления, в отличие от управления ансамблем траекторий в
робастной СУ, гарантирующей лишь наилучший из возможных результат только
при наиболее неблагоприятном сочетании неопределенных факторов.

Центральной проблемой при синтезе подобной адаптивной системы явля-
ется построение идентификатора максимально упрощенной структуры в рамках
требуемой точности функционирования с целью обеспечения максимальной про-
стоты его технической реализации.

В диссертации предлагается способ построения идентификатора, удовле-
творяющего этим требованиям иметод синтеза, построенный на этой основе адап-
тивной системы оптимального быстродействия для достаточно широкого класса
СУ не полностью определенными моделями ОРП.

1.4 Выводы по первой главе

– На основе проведенного анализа причин возникновения основных ви-
дов неопределенностей и методов борьбы с ними установлено, что рас-
сматриваемая проблема управления динамическими объектами в услови-
ях неопределенности характеризуется усложнением постановки задач и
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поиска её решений. Указанная проблема ещё более усложняется в наиме-
нее исследованной области оптимального управления ОРП, для которых
характерна интервальная неопределенность его параметрических харак-
теристик.

– Анализ существующих методов управления в условиях ограниченной
неопределенности позволил выявить преимущества и недостатки каж-
дого из этих методов. Так, робастные СУ обеспечивают гарантирован-
но наилучший результат лишь в случае наиболее неблагоприятного со-
четания неопределенных факторов. Адаптивные СУ с идентификатором
способны обеспечить качественные характеристики по выбранному кри-
терию оптимальности, близкие к СУ с полным объемом информации в
условиях достаточной эффективности и простоты технической реализа-
ции процедуры идентификации. При этом возникает задача построения
идентификатора упрощенной структуры в рамках требуемой точности
функционирования.

– На основе сделанных выводов дается содержательная постановка задачи:
необходимо разработать метод синтеза адаптивной системы оптимально-
го по быстродействию управления с идентификатором состояния для не
полностью определенных моделей ОРП.
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Глава 2. Оптимальное по быстродействию управление системами с
распределенными параметрами в условиях интервальной неопределенности

параметрических характеристик объекта

2.1 Базовая математическая модель технических объектов с
распределенными параметрами

Большинство классических результаты ТАУ получены применительно к си-
стемам с сосредоточенными параметрами (ССП), поведение которых однозначно
характеризуется изменением во времени управляемых величин и описывается ко-
нечной системой N обыкновенных дифференциальных уравнений [100],

dzi
dt

= fi(z1(t),z2(t), . . . ,zN(t);u1(t),u2(t), . . . ,uN(t); t), ui(t) ∈ U, i = 1,N, (2.1)

где zi(t) – управляемые величины, заданные функции fi(·) своих аргументов пред-
полагаются непрерывными по совокупности всех аргументов и имеют непрерыв-
ные производные по фазовым координатам zi(t), U – заданная замкнутая область
допустимых значений управляющих воздействий ui(t).

Однако в технических приложениях подобное описание ОУ не всегда со-
ответствует реальности. Основная особенность многих технических объектов со-
стоит в том, что они имеют пространственную протяженность. Состояние таких
объектов должно задаваться не только в каждый момент времени t, но и в каж-
дой точке x геометрической области физического пространства, которую занима-
ет данный объект. Состояние объекта с распределенными параметрами в этом
случае будет описываться как функция двух аргументов Q(x,t), где x - скаляр-
ная пространственная переменная. Объектам с распределенными параметрами, а
также задачам управления ОРП посвящены работы Андреева Ю.Н., Бутковско-
го А.Г., Дегтярева Г.Л., Егорова А.И., Егорова Ю.В., Коваля В.А., Лионса Ж.-Л.,
Лурье К.А., Малого С.А., Першина И.М., Плотникова В.И., Пустыльникова Л.М.,
Рапопорта Э.Я., Сиразетдинова Т.К., Черноусько Ф.Л. и других отечественных и
зарубежных ученых [7; 8; 17—19].

Базовая детерминированная математическая модель целого ряда техниче-
ских ОРП, удобная для аналитического исследования, получения фундаменталь-
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ных результатов общего характера и ориентированная в первую очередь на ши-
рокий круг объектов технологической теплофизики [6; 7; 9], в простейшем слу-
чае описывает пространственное распределение Q(x,t) по одной координате x,
изменяющейся на отрезке x ∈ [x0,x1] линейным дифференциальным уравнением
в частных производных второго порядка параболического типа в канонической
форме [19]:

A1
∂Q

∂t
= C(x)

∂2Q

∂x2
+B1(x)

∂Q

∂x
+ C1(x)Q+ f(x,t,uв(x,t));

x ∈ (x0,x1), t > 0;

(2.2)

с типовыми начальными и граничными условиями:

Q(x,0) = Q0(x); (2.3)

α0Q(x0,t) + β0
∂Q(x0,0)

∂x
= g0(t,u0(t)); (2.4)

α1Q(x1,t) + β1
∂Q(x1,0)

∂x
= g1(t,u1(t)). (2.5)

Уравнение (2.2) относится к числу классических уравнений математической
физики. ЗдесьA1, α0, α1, β0, β1 – постоянные, aC(x), B1(x), C1(x) в общем слу-
чае координатно-зависимые коэффициенты. Так, например, типичным представи-
телем уравнения параболического типа (A1 = 1) является уравнение теплопро-
водности, описывающее процесс тепло- и массопереноса в твердых телах. Функ-
ция f(x,t,uв(x,t)) известного вида характеризует внешнее воздействие на про-
цесс, где uв(x,t) может рассматриваться в качестве пространственно-временного,
сосредоточенного или пространственно распределенного внутреннего управляю-
щего воздействия на входе ОРП.

Функции Q0(x) в (2.3) должны задавать начальные распределения во всей
замкнутой области x ∈ [x0,x1] определения функции состояния Q(x,t).

Физический смысл граничных условий (2.4) и (2.5) состоит в задании усло-
вий взаимодействия объекта с окружающей средой на геометрической границе в
пространственной области, занимаемой объектом, где gi(t,ui(t)), i = 0,1 – задан-
ные функции своих аргументов, которые могут рассматриваться в качестве как
управляющих, так и возмущающих сосредоточенных граничных воздействий.
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В частных случаях при αi > 0, βi = 0; αi = 0, βi > 0; αi > 0, βi > 0; i = 0,1

получаем, соответственно, граничные условия первого, второго и третьего ро-
да [19].

В совокупности, уравнения (2.2)–(2.5) составляют краевую задачу и полно-
стью описывают базовую математическую модель ОРП.

Таким образом, задачи управления ОРП оказываются более сложными, чем
аналогичные для ССП ввиду следующих причин:

1. Состояние ОРП описывается функциями нескольких переменных.
2. Движение таких систем может описываться дифференциальными урав-

нениями с частными производными, интегральными уравнениями, а так-
же более сложными функциональными уравнениями смешанного типа.

3. Управляющие воздействия на ОРП носят разнообразный характер.
Управление может быть как сосредоточенным (описывается как функ-
ция одной временной переменной), так и распределенным (описывается
функциями, зависящими от пространственных переменных).

4. Детальный анализ показывает, что методы классической ТАУ для анали-
за и построенияСУОРПлибо оказываются неприменимыми, либо требу-
ют основательной доработки с учетом необходимости применения нети-
пичного для ССП математического аппарата [7; 18; 19].

5. Задача реализации систем управления ОРП усложняется тем обстоятель-
ством, что необходимо осуществлять пространственно-распределенный
контроль состояния объекта в целях наблюдения за результатами про-
цесса управления и использования соответствующих сигналов обрат-
ных связей, а также за счет необходимости построения регуляторов с
пространственно-распределенными управляющими воздействиями.

2.2 Общая постановка задачи программного оптимального управления СРП
в условиях ограниченной неопределенности

Указанные в § 2.1 особенности ОРП существенно усложняют по сравне-
нию с ССП постановку и методы решения задач оптимального управления рас-
пределенными системами [7]. Содержательная постановка такой задачи сводит-
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ся, согласно [7; 8; 17], к отысканию таких допустимых управляющих воздействий,
которые обеспечивают допустимый перевод объекта из некоторого начального в
желаемое конечное состояние с наилучшими из возможных значениями заранее
выбираемых качественных показателей.

В соответствии с вышеизложенным, для постановки задачи оптимального
управления ОРП необходимо, во-первых, задать математическую модель объекта
управления. Она может быть представлена в виде уравнений (2.2)–(2.5), модель-
ного представления ОРП и других возможных формах [19]. Во-вторых, необхо-
димо выбрать критерий оптимальности, экстремальная величина которого будет
ассоциироваться с понятием наилучшего из возможных показателей оптимизиру-
емого процесса. Именно на данном этапе может возникнуть ситуация, описанная
в § 1.1.3. В-третьих, должны быть заданы ограничения на управляющее воздей-
ствие и поведение управляемого выхода ОРП, что характеризует допустимость
процесса перехода из начального в конечное состояние. В-четвертых, должны
быть формализованы требования к желаемому состоянию объекта в момент окон-
чания процесса управления. При этом задача может рассматриваться как с фикси-
рованным, так и со свободным концом траектории (см. § 1.1.4). В-пятых, следует
учесть возмущения, характерные для систем, работающих в реальных условиях,
где объем априорной информации никогда не бывает полным, что накладывает
дополнительные трудности при поиске решения и конструировании таких систем.

Используя метод конечных интегральных преобразований, можно получить
решение краевой задачи (2.2)–(2.5) в форме разложения управляемого состояния
Q(x,t) в бесконечный, сходящийся в среднем ряд по ортонормированной системе
собственных функций φn(µn,x) моделей объекта [19]

Q(x,t) =
∞∑
n=1

zn(t)φn(µn,x), n = 1,2, . . . , (2.6)

с коэффициентами (временными модами) zn(t), определяемыми интегральными
соотношениями

zn(t) =

∫ x1

x0

Q(x,t)φn(µn,x)r(x)dx. (2.7)

Здесь x ∈ [x0,x1] – пространственный аргумент; система собствен-
ных функций φ(µn,x) находится решением соответствующей зада-
чи Штурмана-Лиувилля [101; 102], и µ2n – собственные числа, такие
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что µ1 < µ2 < · · · < µn < . . .; r(x) – весовая функция конечного интеграль-
ного преобразования.

Применительно к рассматриваемому далее варианту выбора сосредоточен-
ного внутреннего или граничного скалярного управления uв(t) или u0(t), u1(t) в
(2.2), (2.4), (2.5) управляемая функция состояния Q(x,t) ОРП описывается в та-
ком случае в зависимости от пространственной координаты x ∈ [x0,x1] и времени
t ∈ [0,T ] бесконечной системой обыкновенных дифференциальных уравнений
для временных мод zn(t) [7]

dzn
dt

=
1

A1

[
−µ2nzn + fn(µn,uв(t)) +R(µn,u0(t),u1(t))

]
,

zn(0) = z0n, t ∈ [0,T ], n = 1,2, . . .

(2.8)

с последующим восстановлением Q(x,t) по значениям zn(t) в форме (2.6).
Здесь z = (zn) – бесконечномерный вектор фазовых координат; uв(t)

– сосредоточенное скалярное управляющее воздействие, принадлежащее к
классу кусочно-непрерывных функций; fn(µn,uв(t)) – изображение функции
f(x,t,uв(x,t)) в (2.2) вида (2.7) и R(µn,u0(t),u1(t)) – известная функция, опреде-
ляется граничными воздействиями u0(t), u1(t) в (2.4) и (2.5) [19].

Принципиальным отличием модели (2.8) от описания ССП в (2.1) является
её бесконечный порядок.

Согласно [19], после интегрирования (2.8) и подстановки результата в
(2.6) получим полное решение уравнений детерминированной модели объек-
та (2.2)–(2.5) с заданными значениями его параметров в следующей форме:

Q(x,t) =
∞∑
n=1

φn(µn,x)

∫ t

0

∫ x1

x0

f(ξ,τ,u(ξ,τ))φn(µn,ξ)r(ξ)G
∗
n(µn,t− τ)dξdτ+

+
∞∑
n=1

φn(µn,x)

∫ t

0

R(µn,τ)G
∗
n(µn,t− τ)dτ +

∞∑
n=1

φn(µn,x)×

×
∫ x1

x0

[Q0(ξ)A1G
∗
n(µn,t)]φn(µn,ξ)r(ξ)dξ,

(2.9)
где ξ, τ обозначают пространственный и временной аргумент на входе, а x и t –
соответствующие аргументы на выходе объекта; G∗

n(µn,t) – функция Грина для
n-ой временной моды zn, являющаяся её реакцией на внешнее воздействие в виде
δ-функции при нулевых начальных условиях.
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Математическая модель ОРП (2.2)–(2.5) и (2.9) описывает его поведение в
пространственно-временной области при полном объеме априорной информации
о векторе w ∈ Eq, 1 ≤ q < ∞, неизменных во времени параметрических харак-
теристик объекта, фиксируемых в уравнениях (2.2)–(2.5), и его начальном состо-
янии.

Пусть далее информация о начальном состоянии z0 = (z0n) и значениях w
исчерпывается условиями

z0 ∈ Z0;w ∈ W (2.10)

их принадлежности заданным компактным множествам Z0 и W , а допустимые
значения управления u(t) ∈ {uв(t), u0(t), u1(t)} стеснены ограничением

u(t) ∈ U,∀t ∈ [0,T ]; U = u(t) : umin ≤ u(t) ≤ umax∀t ∈ [0,T ] (2.11)

с заданными величинами umin и umax.
Каждой фиксированной паре y = (z0,w) ∈ Y = Z0×W значений неопреде-

ленных факторов при любом допустимом управлении u(t) соответствует опреде-
ляемая решением системы уравнений (2.8) траектория процесса z(t,u(·),y), окан-
чивающаяся в точке z1(y,T ) = z(T,u(·),y) в заданный или нефиксируемый зара-
нее конечный момент времени t = T , и управляемая функция состояния

Q(x,u(·),y,t) =
∞∑
n=1

zn(u(·),y,t)φn(µn,x) (2.12)

согласно (2.6), а объединение этих траекторий по всем возможным величинам у
при одном и том же управляющем воздействии образует ансамбль [1]

Z(u(·),y,t) = Z(u(·),z0,w,t) =
∪

z(u(·),z0,w,t)|z0 ∈ Z0, w ∈ W, t ∈ [0,T ]. (2.13)

При заданных достижимых целевых множествах требования к конечному
состоянию системы, которые должны быть выполнены для всех y ∈ Y , в доста-
точно общем случае предъявляются в виде некоторого условия, гарантирующе-
го «попадание» ансамбля с допустимой погрешностью ε0 в заданную конечную
точку z∗ при любой возможной реализации значений z0 и w в предположении
управляемости объекта (2.6), (2.8) и (2.10)–(2.13) относительно области фазового
пространства, удовлетворяющей этим требованиям. Если при этом целевое мно-
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жество определяется характерными для приложений чебышёвскими оценками до-
пусков отклонения от z∗ [103], то такое условие может быть задано в форме допу-
стимой точности ε0 > 0 равномерного приближения конечного состояния объек-
та Q(x,u(·),y,T ) к заданному распределению Q∗(x) для всех возможных величин
y ∈ Y [7]:

max
y∈Y

[
max

x∈[x0,x1]
|Q(x,u(·),y,T )−Q∗(x)|

]
≤ ε0, (2.14)

где Q∗(x) и z∗ связаны соотношением (2.6).
Пусть качество процесса управления оценивается функционалом

I1(u(·),y,T ) =
∫ T

0

f0(z(u(·),y,t),u(t),y,t)dt+F0(z(u(·),y,T ),y,T ) → min
u(·)∈U

, (2.15)

где f0 и F0 - заданные достаточно гладкие функции своих аргументов.
Выбор критерия оптимальности во многом определяет характер соответ-

ствующих алгоритмов оптимального управления. Особое значение, в прикладном
смысле, имеют задачи оптимизации быстродействия, когда f0(·) = 1, F0(·) = 0;
задачи на максимум точности приближения к конечному состоянию, где в каче-
стве критерия оптимальности может быть принят минимум среднеквадратичной
погрешности f0(·) =

∑∞
n=1

(
zn(t)− z

(1)
n

)2
, F0(·) = 0; задачи на минимум рас-

хода энергии, в которых во многих случаях f0(·) = u(t) при F0(·) = 0 [6; 7; 17].
При необходимости учесть более одного критерия часто рассматривают задачу
оптимизации на минимум взвешенной суммы указанных показателей (см. § 1.1.3)

I∑ =
N∑
i=2

CiIi + Ctt1 → min, (2.16)

где Ci, Ct - весовые коэффициенты, t1 - время процесса нагрева.
При отсутствии дополнительной информации, снижающей степень неопре-

деленности исходных данных (2.10), можно теперь сформулировать в соответ-
ствии с принципом гарантированного результата следующую минимаксную зада-
чу робастной оптимизации при управлении ансамблем траекторий (2.13) управ-
ляемого процесса.

Требуется найти программное оптимальное управление u∗(t) ∈ U , которое
обеспечивает для объекта (2.6), (2.8) и (2.10)–(2.13) выполнение условия (2.14)
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при минимальном значении критерия оптимальности:

I2(u(·),T ) = max
y∈Y

I1(u(·),y,T ) → min
u(·)∈U

. (2.17)

Способ решения этой задачи на основе альтернансного метода решения па-
раметризуемых задач программного управления СРП предложен в [82].

2.3 Задача синтеза оптимальных по быстродействию систем управления
детерминированными моделями ОРП

Если в другой крайней ситуации в СУ может быть получена в реальном
масштабе времени достоверная информация о реализуемой в каждом конкретном
случае величине y = ỹ ∈ Y путем наблюдения за поведением управляемой вели-
чины, то дальнейшая проблема сводится к детерминированной задаче построения
замкнутой системы оптимального управления с обратными связями, обеспечива-
ющей перевод объекта (2.8), (2.11) в конечное состояние вида (2.14) с заданной
точностью ε̃0(ỹ) ≤ ε0

max
x∈[x0,x1]

|Q(x,u(·),ỹ,T )−Q∗(x)| ≤ ε̃0(ỹ) (2.18)

при минимальном значении функционала (2.15) для каждой из допустимых вели-
чин y = ỹ = (z̃0,w̃) ∈ Y .

Очевидно, что в таком случае может быть обеспечен значительный выиг-
рыш как по величине критерия (2.17), так и по предельно достижимым значени-
ям ε̃0(ỹ) в (2.18) по сравнению с ε0 в (2.14). В пренебрежении инерционностью и
погрешностями процедур наблюдения и идентификации величина ỹ должна быть
определена по некоторой заранее фиксируемой детерминированной зависимости
F (Q(x,t)) от результатов всегда неполного наблюдения за текущим состоянием
Q(x,t) ОРП:

ỹ = (z̃0,w̃) = F (Q(x,t)), (2.19)
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где F (Q(x,t)) следует выбрать из условий минимальной сложности технической
реализации СУ на множестве возможных вариантов, обеспечивающих требуемую
точность вычисления ỹ.

Достаточным основанием для подобного используемого всюду далее иде-
ализированного описания идентификатора, реализуемого в форме (2.19), явля-
ется известная теорема разделения [104], согласно которой такое представление
становится возможным при надлежащем проектировании наблюдателя состоя-
ния с требуемыми динамическими свойствами, эффективно функционирующего
в условиях воздействия случайных помех.

В итоге возникает задача проектирования идентификатора (2.19) и синтеза
регулятора u∗ = u∗(Q(x,t)), обеспечивающих решение детерминированной кра-
евой задачи (2.8), (2.11), (2.18), (2.19) с минимальным значением критерия опти-
мальности (2.15) при z0 = z̃0, w = w̃ в (2.10).

Рассмотрим сначала соответствующую детерминированную зада-
чу (2.8) – (2.12), (2.15), (2.18), (2.19) синтеза оптимальной по быстродействию
СУ с f0(·) ≡ 1, F0(·) ≡ 0 в (2.15) для любого заранее фиксируемого значения
y = ỹ = (z̃0,w̃ ∈ Y ). Выбор характерной задачи оптимального быстродей-
ствия в качестве базовой обосновывается её наглядностью и простотой, но
в тоже время возможностью распространить полученные выводы на более
сложные постановки задач оптимального управления [7]. Подобная задача, в
рамках исследуемой модели ОРП, соответствует в частности, исследуемому
далее оптимальному процессу индукционного нагрева металлических слитков
перед прокатом, обеспечивая максимальную производительность индукцион-
ных установок при заданных температурных кондициях нагреваемого изделия
[9; 17]. Применительно к критерию быстродействия оптимальное программное
управление u∗(t) объектом (2.8), (2.11), (2.18) при y = ỹ следует искать в классе
релейных функций, попеременно принимающих на промежутке [0,T ] только
свои предельно допустимые значения umin и umax в (2.11) [8]. Тем самым u∗(t)

определяется априори с точностью до числа N и длительностей ∆i, i = 1,N

интервалов своего постоянства.
Таким образом, все бесконечномерное фазовое пространство переменных

zn делится на два полупространства, каждое из которых характеризуется одним
из двух значений оптимального по быстродействию управления u∗(t). На грани-
це, разделяющей эти полупространства и называемой гиперповерхностью пере-
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ключения, происходит переход значений u∗ с одного из предельно допустимых
значений в (2.11) на другое.

Если определить уравнение гиперповерхности переключения некоторой из-
вестной функцией h(z), то алгоритм релейного управления, определяющий про-
цедуру синтеза замкнутой системы оптимального быстродействия при полном из-
мерении состояния объекта [105], описывается следующим уравнением:

u∗(z) =
umax + umin

2
± umax − umin

2
sign (h(z)) (2.20)

с обратными связями по всем координатам вектора z и h(z) = 0 в бесконечномер-
ном пространстве состояний объекта (2.8).

Попытка синтеза замкнутой системы, функционирующей по такому зако-
ну, приводит к практически невыполнимой задаче определения уравнения гипер-
поверхности переключения и последующего моделирования функции h(z) при
нереальном требовании контроля по всем компонентам бесконечного вектора Z.

Переход к реализуемой замкнутой СУ с неполным измерением состояния
Q̃(x,t) = (Q(x̃j,t)) = Qj(t)), j = 1,N в некоторых N точках x̃j ∈ [x0,x1] обес-
печивается выбором другой, отличной от h(z), функции переключения h1(Q̃,ỹ) в
форме линейной комбинацииN сигналов обратной связи по измеряемым величи-
нам Qj(t) с коэффициентами передачи ρ̂j(ỹ) [16]:

h1(Q̃,ỹ) =
N∑
j=1

ρ̂j(ỹ)(Q
T
j (ỹ)−Qj(t)), (2.21)

где QT
j (ỹ) - значения Qj в конце оптимального процесса управления.
Если выбрать в качестве ρ̂j(ỹ) нетривиальные решения однородной системы

N − 1 линейных уравнений с N неизвестными

N∑
j=1

ρ̂j(ỹ)(Q
T
j (ỹ)−Qj(t̃s)) = 0, s = 1,N − 1, (2.22)

где t̃s, s = 1,N − 1, – расчетные моменты переключения оптимального по быст-
родействию программного управления u∗(t) релейной формы с N интервалами
постоянства длительностью ∆i, i = 1,N , определяемые вместе с QT

j (ỹ), Qj(t̃s)

для заданной величины ε̃0(ỹ) при расчете u∗(t) альтернансным методом [16], то
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h1(Q̃,ỹ) в (2.21) меняет знак при переходе через нуль вместе с h(z) при t = t̃s,
и только в эти моменты времени, в силу чебышёвских свойств функции h1(Q̃,ỹ),
которая не может иметь более N − 1 нулей на [0,T ] ∋ t (см. рисунок 2.1) [7].

Рисунок 2.1 — Требования к функции переключения h1(z) при N = 4.

Здесь предполагается, что N = const ∀ ỹ ∋ Y , например, в характерной
ситуации равенства ε̃0(ỹ) = ε

(N)
min (ỹ), когда допустимая погрешность равномерно-

го приближения ε̃0(ỹ) в (2.18) принимается равной её минимально достижимой
величине ε(N)

min (ỹ) в классе релейных управлений рассматриваемого вида с N ин-
тервалами постоянства [7; 16].

Таким образом, при замене h(z) в (2.20) на h1(Q̃,ỹ) в (2.21), алгоритм (2.21)
обеспечивает автоматическую отработку оптимального по быстродействию про-
граммного управления u∗(t) для заранее фиксируемого значения ỹ ∈ Y . В итоге
получаем уравнение оптимального регулятора в детерминированной задаче быст-
родействия следующего вида

u∗(Q̃,ỹ) =
umax + umin

2
± umax − umin

2
signh1(Q̃,ỹ). (2.23)

Конкретный выбор N точек контроля x̃j может быть выполнен исходя из со-
ображений максимальной простоты реализации измерительных устройств, мини-
мальной чувствительности алгоритма управления u∗(t) к неточностям измерения
и т.д.

Так как значения t̃s и Qj(t̃s) принимают различные значения для разных
начальных состояний объекта, то коэффициенты обратной связи ρ̂j(ỹ) должны
изменяться вместе с Q(x,0).
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Если для рассматриваемого объекта характерен некоторой набор суще-
ственно различающихся, но мало варьируемых функциональных зависимостей
Q(x,0), которые заранее фиксируются в качестве известных исходных данных, то
перевод объекта за минимальное время в требуемое конечное состояние можно
выполнить с помощью системы квазиоптимального управления с перестраивае-
мым набором заранее рассчитанных коэффициентов обратной связи. В случаях
когда пренебрежение вариациями Q(x,0) недопустимо, структура замкнутой си-
стемы должна быть дополнена вычислительным устройством, рассчитывающим
значения ρ̂j(ỹ), по заранее нефиксируемому начальному состоянию.

В итоге, синтез детерминированной системы оптимального по быстродей-
ствию управления объектом сводится к построению релейной системы автомати-
ческого регулирования с линейными обратными связями по значениям управля-
емой величины в некоторых точках пространственной области её распределения,
число которых должно быть равно числу интервалов постоянства оптимальной
программы для управляющего воздействия релейной формы (см. рисунок 2.2).
Релейный элемент учитывает характеристики регулирующих органов на входе
объекта.

Рисунок 2.2 — Функциональная схема детерминированной оптимальной по
быстродействию системы управления типовым ОРП.

Коэффициенты обратной связи остаются постоянными в процессе отработ-
ки каждой из оптимальных траекторий движения объекта, а их возможные из-
менения при переходе от одной траектории к другой осуществляются указанны-
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ми выше способами в зависимости от характера изменений начального состояния
ОРП и требований к точности реализации оптимального процесса.

Окончание оптимального процесса фиксируется равенством нулю функции
h1(Q̃,ỹ) при t = T .

2.4 Идентификация неопределенных факторов в реальном масштабе
времени

Построение замкнутой системы оптимального по быстродействию управ-
ления с регулятором (2.21)–(2.23) в условиях интервальной неопределенности
значений y требует дополнения ее структуры идентификатором (2.19) реализу-
емых величин y = ỹ по результатам наблюдения текущего состояния Q̄C(x,t) =

= (Q(x̄j,t)) = Q̄j(t)) в некоторых r точках x̄j ∈ [x0,x1], j = 1,r, частично или
полностью совпадающего с измеряемыми величинами QC(x̃j,t) в (2.21)–(2.23) в
зависимости от соотношения между числом N интервалов постоянства u∗(t) и
размерностью r вектора y = (ym),m = 1,r, учитываемого в рассматриваемой
конкретной ситуации:

Qj(t) = Q̄j(t), j = 1,µ, µ = min{N,r}. (2.24)

Для некоторого заданного момента времени t0 ∈ (0,∆∗
1) в пределах первого

интервала постоянства оптимального управления u∗(t) интегрирование уравне-
ний (2.8) модели ОРП позволяет найти в форме (2.6) непрерывные и непрерывно
дифференцируемые зависимости gj(y,t0) от y для каждой из величин Q̄j(t

0), j =

= 1,r, при всех y ∈ Y . Соответствующая система равенств

Q̄j(t
0) = gj(y1,y2, . . . ,yr,t

0), j = 1,r, y ∈ Y, (2.25)

определяет значения y в окрестности некоторой заданной номинальной точки
y = yH = (ymH),m = 1,r, как неявно заданные, однозначные, непрерывные и
непрерывно дифференцируемые по всем аргументам функции

ym = Fm(Q̄1(t
0),Q̄2(t

0), . . . ,Q̄r(t
0)), m = 1,r, (2.26)
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от наблюдаемых переменных Q̄j(t
0), если якобиан системы (2.25)

J =
D(g01, . . . , g

0
r)

D(y1, . . . , yr)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂g1
∂y1

∂g1
∂y2

. . . ∂g1
∂yr

. . . . . . . . . . . .
∂gr
∂y1

∂gr
∂y2

. . . ∂gr
∂yr

∣∣∣∣∣∣∣
y=yH

(2.27)

отличен от нуля в точке y = yH [106]. Последнее условие, как правило, можно счи-
тать выполненным для системы r линейно независимых функций Q̄j(t), j = 1,r.
По известным правилам дифференцирования неявно заданных функций [106] мо-
гут быть заранее вычислены при заданных зависимостях gj(y,t0) в (2.25) произ-
водные всех функций Fm в (2.26) любого порядка по соответствующей комбина-
ции переменных Q̄j в точке y = yH при Q̄j = Q̄j(yH ,t

0), j = 1,r. В частности,
здесь (

∂ym
∂Q̄j

)
y=yH

= − 1

J

[
D(g01, . . . , g

0
r)

D(y1, . . . , ym−1, Q̄j, ym+1, . . . , yr)

]
y=yH

=

=
1

J

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g01
∂y1

. . . ∂g01
∂ym−1

0 ∂g01
∂ym+1

. . . ∂g01
∂yr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂g0j
∂y1

. . .
∂g0j

∂ym−1
1

∂g0j
∂ym+1

. . .
∂g0j
∂yr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂g0r
∂y1

. . . ∂g0r
∂ym−1

0 ∂g0r
∂ym+1

. . . ∂g0r
∂yr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y=yH

,

(2.28)

g0k = gk(y1, . . . ,yr,t
0)− Q̄k(t

0), k,m,j = 1,r.

Аналогичным образом можно получить по правилам [106] и производные
более высокого порядка, например, следующие выражения для вторых производ-
ных ∂2ym/∂Q̄j∂Q̄s:

(
∂2ym

∂Q̄j∂Q̄s

)
y=yH

= − 1

J

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂g01
∂y1

. . . ∂g01
∂ym−1

Φ1js
∂g01

∂ym+1
. . . ∂g01

∂yr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂g0r
∂y1

. . . ∂g0r
∂ym−1

Φrjs
∂g0r

∂ym+1
. . . ∂g0r

∂yr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y=yH

, (2.29)
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где

Φkjs =

{[
∂2g0k
∂y21

∂y1
∂Q̄s

+ · · ·+ ∂2g0k
∂y1∂yr

∂yr
∂Q̄s

]
∂y1
∂Q̄j

+ · · ·+

+

[
∂2g0k
∂y2r

∂yr
∂Q̄s

+ · · ·+ ∂2g0k
∂yr∂y1

∂y1
∂Q̄s

]
∂yr
∂Q̄j

}
y=yH

, k,j,s = 1,r,

(2.30)

и значения (∂ym/∂Q̄j)y=yH , j = 1,r, вычисляются согласно (2.28).
По значениям вычисленных указанным способом производных в точке y =

= yH каждая из функций Fm в (2.26) восстанавливается в форме её разложения в
этой точке в бесконечный сходящийся кратный ряд Тейлора по переменным Q̄j.
В линейном приближении, которым как показывает последующий анализ, можно
ограничиваться в типичных ситуациях по требуемой точности определения ре-
ализуемых значений ỹ, подобное представление зависимости (2.19) приводит к
алгоритму идентификации неопределенных величин y в реальном масштабе вре-
мени в форме суммы сигналов линейных обратных связей по наблюдаемым пере-
менным Q̄j(t

0) с заранее вычисляемыми по выражениям (2.28) коэффициентами
передачи α̂mj:

ym = ymH +
r∑

j=1

α̂mj(Q̄j(t
0)−QjH), α̂mj =

(
∂ym
∂Q̄j

)
y=yH

,

QjH = gj(yH ,t
0), m = 1,r.

(2.31)

При необходимости уточнения алгоритма идентификации, можно учесть после-
дующие члены разложения Fm в степенной ряд Тейлора, но при этом алгоритм
идентификации становится нелинейным, и техническая реализация идентифика-
тора значительно усложняется. Такая необходимость может появиться при после-
дующей оценке степени приближения характеристик оптимального процесса в за-
мкнутой системе с линейным идентификатором (2.31) к показателям детермини-
рованной системы при изменении неопределенных факторов в пределах допусти-
мого множества их возможных значений. Усложнение алгоритма идентификации
требуется в том случае, когда точность приближения оказывается недостаточной.



62

2.5 Синтез оптимальной по быстродействию системы управления не
полностью определенными моделями ОРП

При наличии идентификатора (2.31) могут быть найдены подобные алго-
ритмы определения в реальном времени коэффициентов ρ̂(ỹ) обратных связей
и требуемые конечные значения QT

j (ỹ) наблюдаемых переменных в структуре
функции переключения (2.21) для реализуемых в процессе управления значений
y.

По известным зависимостям ρ̂i(y), i = 1,N , которые определяются предва-
рительным решением систем уравнений (2.22) для различных значений y ∈ Y ,
находятся их линейные приближения в форме первых членов разложения ρ̂i(y) в
ряд Тейлора по степеням ym в точке y = yH c заранее рассчитанными коэффици-
ентами β̂mi:

ρ̂i(y) = ρ̂i(yH) +
r∑

m=1

β̂mi(ym − ymH), β̂mi =

(
∂ρ̂i
∂ym

)
y=yH

, i = 1,N. (2.32)

После подстановки в (2.32) разностей ym − ymH из (2.31), получим следую-
щий алгоритм вычисления в реальном времени коэффициентов обратных связей
в (2.21) по наблюдаемым переменным Q̄j(t

0):

ρ̂i(y) = ρ̂i(yH) +
r∑

j=1

γ̂ij(Q̄j(t
0)− Q̄jH), γ̂ij =

r∑
m=1

α̂mjβ̂mi, i = 1,N, (2.33)

где γ̂ij находятся по уже известным величинам α̂mj и β̂mi.
Подобным способом вычисляются значения QT

i (ỹ), i = 1,N , в (2.21):

QT
i (y) = QT

i (yH) +
r∑

j=1

γ̂∗ij(Q̄j(t
0)− Q̄jH),

γ̂∗ij =
r∑

m=1

α̂mjβ̂
∗
mi, β̂

∗
mi =

(
∂QT

i

∂ym

)
y=yH

, i = 1,N.

(2.34)

Здесь, аналогично (2.32), коэффициенты β̂∗
mi должны быть найдены по предва-

рительно рассчитываемым при поиске оптимального программного управления
альтернансным методом значениям QT

i (y) для y ∈ Y .
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Алгоритм управления (2.21)–(2.23) с заменой ρ̂j(ỹ), QT
j (ỹ) на ρ̂j(y), QT

j (y)

согласно (2.33), (2.34) с априори фиксируемыми указанным выше способом ко-
эффициентами γ̂ij, γ̂∗ij и значениями ρ̂i(yH), Q̄jH , Q

T
i (yH) определяет в совокуп-

ности процедуру структурно-параметрического синтеза замкнутой системы оп-
тимального по быстродействию управления ОРП с идентификатором (2.31) при
неполном измерении состояния объекта в реальном времени в условиях интер-
вальной неопределенности его параметров y ∈ Y .

На рисунке 2.3 изображена соответствующая полученному алгоритму
управления функциональная схема замкнутой системы управления, где структура
идентификатора ИД определяется линейными приближениями (2.33) и (2.34).

Рисунок 2.3 — Функциональная схема оптимальной по быстродействию
системы управления ОРП с идентификатором параметрических характеристик

объекта.

Предлагаемый метод синтеза замкнутых систем оптимально-
го быстродействия может быть распространен на более сложные
пространственно-многомерные, а также нелинейные модели ОРП с предва-
рительным определением с конечно-разностных аппроксимаций производных
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в (2.31)–(2.34) при вычислении коэффициентов α̂mj, β̂mi и β̂∗
mi по результатам

численного моделирования процессов оптимального программного управления.

2.6 Учет фазовых ограничений в задаче синтеза оптимальной по
быстродействию СУ ОРП

Предлагаемый метод структурно-параметрического синтеза оптимальной
по быстродействию системы управления ОРП может быть распространен на бо-
лее сложные постановки задач оптимизации с учетом заданных ограничений на
поведение в оптимальном процессе управляемой функции состояния ОРП (фазо-
вые ограничения), имеющих существенное прикладное значение [6; 107; 108].

Для типичных ситуаций подобные дополнительные ограничения, наклады-
ваемые на функцию состоянияОРПQ(x,t) по ходу оптимального процесса в неко-
торых точках xHq , q = 1,N1, и её интегральные характеристики, могут быть пред-
ставлены в первом приближении следующим образом [6]:

Hq(x
H
q ,t) = b1q

∫ x1

x0

Q(x,t)xΠdx+ b2q
∂Q(xHq ,t)

∂x
+

+b3qQ(x
H
q ,t) ≤ 1, t ∈ [0,T ]; xHq ∈ [x0,x1], q = 1,N1.

(2.35)

Отсюда могут быть получены на основании знаний предметной области [6] все
основные модели фазовых ограничений при различных значениях заданных ко-
эффициентов b1q, b1q, b1q [16; 17; 109].

Таким образом, сформулированная ранее базовая детерминированная зада-
ча быстродействия усложняется теперь следующим образом.

Необходимо найти такое программное управляющее воздействие u∗(t), ко-
торое переводит объект (2.6) и (2.8) из заданного начального (2.10) в требуемое
конечное состояние, согласно (2.14), за минимально возможное время t → min в
условиях ограничений (2.11) и (2.35).

Согласно [16], оптимальное управление u∗(t) в базовой задаче быстро-
действия с учетом дополнительных ограничений (2.35) следует искать в классе
кусочно-непрерывных функций, отличающихся от релейных возможностью су-
ществования в пределах каждого интервала участков движения по фазовым огра-
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ничениям под управлением uqH(t) длительностью tq0 начинающихся при дости-
жении равенства Hq(x

H
q ,t) = 1 в (2.35) для q-го ограничения в момент времени

t = tqH . Т. е. оптимальное управление u∗(t) либо принимает свои предельно до-
пустимые значения в (2.11), либо определяется из условий поддержания одной
из N дополнительно ограничиваемых величин в (2.35) на предельно допустимом
уровне при заведомо выполняемом неравенстве (2.11).

При известном порядке чередования соответствующих участков в преде-
лах каждого интервала управления, фиксации моментов tqH выхода на ограниче-
ния условием достижения соответствующих равенств в (2.35) и известных управ-
лениях uqH(t), оптимальное управление u∗(t) в заданной форме, которая может
быть установлена исходя из физических представлений о конкретных исследуе-
мых процессах [6], также характеризуется с точностью до числа N и длительно-
стей ∆∗

i , i = 1,N интервалов с заданным поведением управляющих воздействий
на каждом из них. Значения N и ∆∗

i , отличающиеся от решений, полученных для
задачи без фазовых ограничений, так же могут быть найдены альтернансным ме-
тодом [6]. При этом результирующее выражение управляемой функции состоя-
ния ОРПQ(x,t) под управлением u∗(t) становится функциейQ(x,∆∗) длительно-
стей интервалов ∆∗

i и пространственной координаты x, отличных от выражений
Q(x,∆) без учета фазовых ограничений.

Таким образом, описанное выше обстоятельство приводит к необходимо-
сти замены оптимального регулятора (2.23) на новый, обеспечивающий автома-
тическую отработку программного оптимального управления u∗(t), найденного в
условиях дополнительных ограничений (2.35) на поведение управляемого состо-
яния ОРП, при y = ỹ ∈ Y в детерминированной задаче синтеза оптимальной по
быстродействиюСУОРП. В различных конкретных задачах [9] вид управляющих
алгоритмов будет принимать различную форму, что приведет к соответствующим
структурным изменениям.

Полученные выражения для функции переключения в (2.21) и коэффици-
ентов обратных связей (2.22) остаются справедливыми с учетом необходимости
пересчета N длительностей интервалов∆∗

i , i = 1,N оптимального по быстродей-
ствию программного управления u∗(t) с фазовыми ограничениями (2.35) и вели-
чин QT

j (ỹ), Qj(t̃s).
Рассмотренная в § 2.3 постановка задачи синтеза оптимальных по быстро-

действию систем управления моделями ОРП в условиях неопределенности до-
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полняется фазовыми ограничениями (2.35), а её решение может быть получено
по прежним алгоритмам идентификации неопределенных величин (2.31), опре-
деления коэффициентов обратных связей (2.33) и требуемых конечных значений
(2.34).

Решение указанной задачи синтеза оптимальной по быстродействию СУ
ОРП на примере нестационарного процесса теплопроводности с типичными фа-
зовыми ограничениями приведено в главе 3 настоящей диссертации.

2.7 Выводы по второй главе

– Дана общая постановка задачи программного оптимального управления
СРП в условиях ограниченной неопределенности. Отмечены основные
причины по которым задачи управления СРП усложняется по сравнению
с таковыми для систем с сосредоточенными параметрами.

– Рассмотрена задача синтеза оптимальных по быстродействию систем
управления детерминированными моделями ОРП при некотором фикси-
рованном номинальном значении вектора неопределенного параметра в
результате решения которой получена структура замкнутой СУ и соот-
ветствующий оптимальный регулятор.

– Полученная замкнутая структура дополнена идентификатором неопреде-
ленных величин объекта по результатам всегда неполного наблюдения
за текущим состоянием управляемой величины, уточняющим отклонения
от номинальных значений параметров вблизи точек начального прибли-
жения.

– Определена процедура структурно-параметрического синтеза замкнутой
системы оптимального по быстродействию управления объектом с рас-
пределенными параметрами в условиях неопределенности его парамет-
рических характеристик.

– Предложен способ распространения указанной методики на сложные по-
становки задач оптимизации с учетом фазовых ограничений.



67

Глава 3. Система оптимального по быстродействию управления процессом
индукционного нагрева в условиях интервальной неопределенности

параметрических характеристик объекта

Типичным объектом с распределенными параметрами является процесс ин-
дукционного нагрева металла.

В настоящем разделе работы по описанной в главе 2 методике решается
представляющая самостоятельный теоретический и практический интерес задача
синтеза системы оптимального по быстродействию управления процессом индук-
ционного нагрева металлических полуфабрикатов перед обработкой давлением.

3.1 Базовая математическая модель процесса индукционного нагрева

Температурное поле Q(x,t) в процессе индукционного нагрева металличе-
ских изделий цилиндрической формы с сосредоточенным управляющим воздей-
ствием по мощности внутреннего тепловыделения u(t) описывается в зависимо-
сти от времени t и радиальной координаты x (подобно модели (2.2)–(2.5)) в первом
приближении линейным, неоднородным и пространственно-одномерным уравне-
нием теплопроводности в цилиндрических координатах следующего вида [19]:

∂Q

∂t
= a

(
∂2Q

∂x2
+

1

x

∂Q

∂x

)
+

1

cγ
Fb1

( x
R
,v
)
u(t); x ∈ [0,R], t ∈ [0,T ]; (3.1)

с краевыми условиями
Q(x,0) = Q0 = const; (3.2)

αQ(R,t) + λ
∂Q(R,t)

∂x
= αQC(t);

∂Q(0,t)

∂x
= 0, (3.3)

где на управляющее воздействие u(t) по мощности нагрева накладывается следу-
ющее ограничение:

0 ≤ u(t) ≤ umax∀t ∈ [0,T ], umax =
P0max

R
. (3.4)
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В уравнениях (3.1)–(3.4) приняты следующие обозначения: R – радиус ци-
линдра; c, γ – удельная теплоемкость и плотность нагреваемого материала; a – ко-
эффициент температуропроводности нагреваемого изделия; λ, α – коэффициенты
теплопроводности и конвективной теплопередачи;Q0 – начальное распределение
температур; QC(t) – температура окружающей среды; P0max – максимальная по-
верхностная плотность мощности нагрева; Fb1

(
x
R ,v
)
– функция пространственно-

го распределения по радиусу цилиндра внутренних электромагнитных источни-
ков тепла, определяемая путем решения уравнений электромагнитного поля ин-
дуктора по выражению [6; 7]

Fb1

( x
R
,v
)
= v

ber′2
(
x
Rv
)
+ bei′2

(
x
Rv
)

ber v ber′v + bei v bei′ v
, v = R

√
2πµafσ, (3.5)

где f – частота питающего индуктор тока; σ – электропроводность нагреваемого
материала; µa – абсолютная магнитная проницаемость нагреваемого материала;
ber v, ber′v, bei v, bei′v – функции Кельвина и их первые производные.

Выражение для температурного состояния в задаче управления по мощно-
сти источника тепла u(t) процессом индукционного нагрева металлических изде-
лий цилиндрической формы находится путем решения краевой задачи (3.1)-(3.3)
с использованием метода конечных интегральных преобразований [19] и для ти-
пичного случая Q = QC(t) = const представляется в виде его разложения в бес-
конечный ряд с улучшенной сходимостью по собственным функциям J0

(
ηn

x
R

)
краевой задачи (3.1)–(3.3) [7]

Q(x,t) = Q0 +
1

cγ

∞∑
n=1

2F̄b1n(ηn, v)η
2
nJ0
(
ηn

x
R

)
(η2n +Bi2)J2

0 (ηn)

∫ T

0

e−µ2
n(t−τ)u(τ)dτ, (3.6)

где µ2n = aη2n
R2 – собственные числа, ηn, n = 1,2, . . . – бесконечно возрастающая

последовательность корней уравнения BiJ0(η) − ηJ1(η) = 0; Bi – безразмерный
критерий Био, характеризующий уровень тепловых потерь с поверхности цилин-
дра в процессе нагрева; Ji(η), i = 0,1 – функции Бесселя нулевого и первого по-
рядка; F̄b1n(ηn, v) – моды функции (3.5):

F̄b1n(ηn, v) =

∫ R

0

Fb1

( x
R
,v
)
J0

(
ηn
x

R

) x
R
dx, n = 1,2, . . . . (3.7)



69

Применение к уравнениям (3.1)–(3.4) конечного интегрального преобразо-
вания с ядром, равным собственным функциям краевой задачи, приводит подобно
(2.6) и (2.8) к описанию модели объекта бесконечной системой дифференциаль-
ных уравнений для временных мод Qn(µn, t) разложения температурного поля
Q(x,t) в ряд вида (2.6) по собственным функциям J0

(
ηn

x
R

)
[19]:

dQn

dt
= −µ2nQn(µn, t) +

1

cγ
F̄b1n(µn, v)u(t) + d1nQC(t), n = 1,2, . . . ;

Qn(µn, 0) = Q(0)
n (µn);

Q(x,t) =
∞∑
n=1

Qn(µn, t)J0

(
ηn
x

R

)
,

(3.8)

гдеQ(0)
n (µn) –моды разложения заданных равномерных начальных распределений

температур Q(x,0) в бесконечные ряды по системе собственных функций; d1n –
известные коэффициенты [19].

Пусть далее вся информация о начальной температуреQ0 и тепловых поте-
рях с боковой поверхности цилиндра в процессе индукционного нагрева, оцени-
ваемых по величине критерия Bi, исчерпывается сведениями об их принадлеж-
ности допустимым интервалам возможных значений:

Q0 ∈ [Q0min, Q0max]; Bi ∈ [Bimin, Bimax] (3.9)

с известными границами Q0min, Q0max, Bimin, Bimax.
В соответствии с § 2.2, cформулируем сначала содержательную постановку

задачи оптимального по быстродействию управления объектом (3.8) в условиях
ограниченной неопределенности его характеристик, порождаемой вектором y =

= (y1, y2) ∈ Y, y1 = Q0, y2 = Bi, не полностью определенных факторов (3.9),
где Y – множество всех допустимых по ограничениям (3.9) комбинаций величин
Q0 и Bi.

В задаче оптимального программного управления необходимо найти такое
управляющее воздействие u∗(t) в условиях заданных ограничений (3.4), которое
переводит объект, описываемый бесконечной системой уравнений (3.8) из задан-
ного начального (в типичной ситуации Q0 = const) в требуемое конечное состоя-
ние (2.18) за минимально возможное время T → min для каждой из допустимых
величин y = (Q0, Bi), полагая в соответствии с типичными требованиями техно-
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логии последующей обработки давлением

Q∗(x) = Q∗ = const ∀ x ∈ [0,R]

для желаемого равномерного распределения температур в конце оптимального
процесса нагрева.

В задаче синтеза оптимального управления необходимо найти алгоритм
u∗(t,Q(x,t)) обратной связи, автоматически обеспечивающего достижение этих
же целей.

3.2 Задача оптимального программного управления детерминированным
процессом индукционного нагрева

Прежде чем переходить к задаче синтеза СУ в условиях (3.9) интерваль-
ной неопределенности, определим вид и параметры оптимального программного
управляющего воздействия для детерминированной модели объекта.

3.2.1 Строгая постановка задачи оптимального программного управления

Зададим критерий оптимальности и требования к конечному состоянию
объекта.

Одним из базовых показателей качества при управлении объектом
(3.1)–(3.3) является время T перевода из заданного начального в требуемое ко-
нечное состояния. Интегральная форма этого критерия, называемого критерием
быстродействия, представлена следующим выражением:

I =

∫ T

0

dt = T → min . (3.10)
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Требования к конечному температурному состоянию (2.18) для детермини-
рованного случая записываются в виде неравенства:

max
x∈[0,R]

|Q(x,T )−Q∗| ≤ ε0. (3.11)

Применительно к модальному представлению объекта (3.8), требования
(3.11) с учетом разложения Q(x,T ) в ряд (3.8) принимают следующий вид:

max
x∈[0,R]

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

Qn(µn,T )J0

(
ηn
x

R

)
−Q∗

∣∣∣∣∣ ≤ ε0. (3.12)

Теперь задача оптимального быстродействия может быть сформулирована
следующим образом.

Необходимо найти такое допустимое в условиях заданных ограничений
(3.4) управляющее воздействие u(t) которое переводит объект, описываемый бес-
конечной системой уравнений (3.8) из заданного начального в требуемое конеч-
ное состояние (3.11) за минимально возможное время T → min.

3.2.2 Алгоритмы оптимального программного управления

Для определения оптимальной по быстродействию программы управления
u∗(t) бесконечномерным объектом (3.8) можно использовать принцип максимума
Понтрягина [7; 100]. Функция Понтрягина для критерия оптимальности (3.10) и
уравнений объекта (3.8) принимает следующий вид:

H(Qn, u, ψ, t) = −1 +
∞∑
n=1

ψn(t)

[
−µ2nQn(µn,t) +

1

cγ
F̄b1n(µn, v)u(t) + d1nQC(t)

]
=

= −1−
∞∑
n=1

ψn(t)
[
µ2nQn(µn,t)− d1nQC(t)

]
+ u(t)

∞∑
n=1

ψn(t)
1

cγ
F̄b1n(µn, v),

(3.13)
где сопряженные переменные ψn(t) определяются из системы уравнений:

dψj

dt
= − ∂H

∂Qj
= µ2jψj, j = 1,2, . . . . (3.14)
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Полученная система уравнений для сопряженных переменных решается
независимо от уравнений объекта. Решение каждого из таких типовых диффе-
ренциальных уравнений первого порядка записывается следующим образом:

ψn(t) = ψT
n e

−µ2
n(T−t), n = 1,2, . . . , (3.15)

здесь ψT
n - значения ψn(T ) в конце оптимального процесса.

Подстановка выражения (3.15) в функцию Понтрягина (3.14) определяет в
явной форме её зависимость от управляющего воздействия:

H(Qn, u, ψ, t) = −1 +
∞∑
n=1

ψT
n e

−µ2
n(T−t)

[
µ2nQ

∗
n(µn,t)d1nQC(t)

]
+

+ u(t)
∞∑
n=1

ψT
n e

−µ2
n(T−t) 1

cγ
F̄b1n(µn, v).

(3.16)

Тогда основное соотношение принципа максимума Понтрягина

max
u∈U

H(Q∗, u, ψ∗, t) = H(Q̄∗, u∗, ψ∗, t), t ∈ (0,T ) (3.17)

для оптимального процесса Q∗(t) = (Q∗
n(t)), ψ

∗(t) = (ψ∗
n(t)), u

∗(t) определяет с
учётом (3.15) выражение для оптимального управления по мощности источников
тепла в форме релейной функции времени:

u∗(t) =
umax
2

[
1 + sign

∞∑
n=1

1

cγ
F̄b1n(µn, v)ψ

T
n e

−µ2
n(T−t)

]
. (3.18)

Равномерно сходящийся бесконечный ряд экспонент в (3.18) не равен тож-
дественно нулю на любом интервале (t′,t′′) ∋ t, 0 ≤ t′ < t′′ ≤ T , и, следовательно,
оптимальная программа u∗(t) не имеет особых участков [6] (см. рисунок 3.1).

Выражение (3.18) определяет кусочно-постоянную структуру алгоритма оп-
тимального по быстродействию управления для сосредоточенного внутреннего
управляющего воздействия с точностью до конечного в условиях (3.11) числа N
[16] и длительностей ∆i интервалов их постоянства во времени:

u∗ =
umax
2

[
1 + (−1)j

]
,

j−1∑
m=0

∆m < t <

j∑
m=0

∆m; j = 1,N, ∆0 = 0. (3.19)
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1 - Кривая
∑∞

n=1
1
cγ F̄b1n(µn, v)ψ

T
n e

−µ2
n(T−t).

Рисунок 3.1 — Вид оптимального программного управления u∗(t).

Дальнейшая проблема сводится к определению этих параметров.
Температурное поле в конце оптимального по быстродействию процесса

управления является функцией Q(x,∆) искомых величин ∆ = (∆i), i = 1,N ,
для всех x ∈ [0,R], получаемой по выражению (3.6) при управлении u(t) вида
(3.19).

3.2.3 Алгоритмы программного оптимального управления с учетом фазовых
ограничений

Постановка задачи в § 3.2.1 может быть дополнена типовыми для тех-
нологических процессов нагрева металла перед обработкой давлением огра-
ничениями вида (2.35) на максимальные значения температуры Qmax (при
xHq = xmax(t) ≤ x1, b1q = b2q = 0, b3q =

1
Qдоп

, N1 = 1) и растягивающих термона-
пряжений σmax (при b2q = 0, N1 = 1, xHq = 0) , которые на всем протяжении про-
цесса не должны превышать допустимых пределов, соответственно σдоп и Qдоп:

Qmax(t) = max {Q(x,t) : x ∈ [x0,x1]} ≤ Qдоп, Qдоп ≥ Q∗; (3.20)

σmax(t) ≤ σдоп; t ∈ [0,T ]. (3.21)

В случае, если оптимальный процесс с управлением вида (3.18), рассчитанный
без учета этих условий, не нарушает их, то он является оптимальным и с учетом
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данных ограничений, выполняющихся автоматически. Как следствие, необходи-
мость коррекции оптимального управления возникает только в случае не удовле-
творения неравенствам (3.20) и (3.21).

Характер кривыхQmax(t) и σmax(t) в режиме нагрева с максимальной посто-
янной мощностью umax при равномерном начальном распределении температур
устанавливается из физических соображений (см. рисунок 3.2). Из рисунка вид-
но, что неравенства (3.20) и (3.21) нарушаются в интервале (t1, t2) из-за превыше-
ния допустимого предела для растягивающих термонапряжений в случае конвек-
тивного характера теплоотдачи [9], а в момент t3 - из-за недопустимой величины
температурного максимума.

Рисунок 3.2 — Формы кривых Qmax(t) и σmax(t) в оптимальном по
быстродействию процессе нагрева без фазовых ограничений.

В большинстве практических случаев коррекция оптимальных режимов в
связи с рассматриваемыми технологическими ограничениями оказывается необ-
ходимой только в пределах первого интервала (0,∆∗

1) ∋ t управления про-
цессом нагрева при umax. Она сводится к подбору управляющих воздействий
на соответствующих участках в пределах этого интервала, поддерживающих
Qmax(t) и/или σmax на предельно допустимых уровнях Qдоп и σдоп согласно (3.20)
и (3.21).

Для рассматриваемой модели (3.1)–(3.3) в условиях равномерного началь-
ного распределения температурQ0 = const анализ поведения температурного по-
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ля в классе рассматриваемых управляющих воздействий (см. § 2.6) приводит, с
учетом физических представлений о процессах нестационарной теплопроводно-
сти для большинства практически интересных ситуаций, к базовому варианту ал-
горитма оптимального управления, для которого фазовые ограничения заведомо
не нарушаются при t > ∆∗

1 (см. рисунок 3.3) [6; 8; 17; 109; 110]:

u∗(t) =



umax, t ∈ (0,tσ);

uσ(t), t ∈ (tσ,tp);

umax, t ∈ (tp,tQ);

uQ(t), t ∈ (tQ,∆
∗
1);

umax
2

[1 + (−1)j+1], tj−1 < t < tj, j = 2,N.

(3.22)

Здесь tσ – момент достижения ограничения по величине растягивающих термо-
напряжений [9], tp – момент времени при котором управляющее воздействие uσ

достигает значения umax, tQ – момент выхода на ограничение температуры заго-
товки заданным значениемQдоп. Управления uσ(t), uQ(t) соответствуют участкам
движения по ограничениям на термонапряжение и максимальную температуру. В

Рисунок 3.3 — Оптимальное управление u∗(t), максимальная температура
Qmax(t) и максимальные термонапряжения σmax в оптимальном по
быстродействию процессе нагрева с фазовыми ограничениями.

различных частных случаях алгоритм (3.22) может иметь более простой вид.
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Далее будем рассматривать наиболее распространенный частный случай,
когда учитывается только основное ограничение (3.20) на максимальную темпе-
ратуру в процессе нагрева. Тогда вместо (3.22) будем иметь (см. рисунок 3.4):

u∗(t) =


umax, t ∈ (0,tQ);

uQ(t), t ∈ [tQ,∆
∗
1);

umax
2

[1 + (−1)j+1],

j−1∑
m=1

∆∗
m < t <

j∑
m=1

∆∗
m; j = 2,N.

(3.23)

Рисунок 3.4 — Оптимальное управление u∗(t) и максимальная температура
Qmax(t) в задаче оптимального по быстродействию управления процессом

нагрева с фазовым ограничением.

Здесь на первом интервале длительностью ∆∗
1 сначала производится фор-

сированный нагрев с u∗(t) = umax до момента t = tQ достижения равенства
Qmax(tQ) = Qдоп, которое поддерживается управляющим воздействием uQ(t) на
промежутке t ∈ [tQ,∆

∗
1). Далее идет попеременное чередование предельно допу-

стимых значений управляющего воздействия umin = 0 и umax, не приводящее к
нарушению ограничения (3.20).

Используя формулу (3.6) для расчета температурного поля объекта (3.1)–
(3.3) найдем tQ и uQ(t).

Момент времени tQ, в котором достигается предельное значение Qдоп и
внутреннюю точку x = xmax температурного максимума в (3.20), являющейся
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точкой экстремума температурной кривой Q(x,tQ), можно найти из следующей
системы уравнений:

Qmax(tQ) = Q(xmax,tQ) = Qдоп;
∂Q(xmax,tQ)

∂x
= 0. (3.24)

Данная система уравнений может быть решена численными методами.
Полагая длительность участка поддержания Qmax на уровне Qдоп сравни-

тельно малой, можно пренебречь смещением температурного максимума за это
время и найти uQ(t) из условия стабилизации температуры в точке xmax. Тогда
первое равенство в (3.24) вновь определяет с достаточной точностью стабилизи-
рующее управление uQ(t) в экспоненциальной форме [6]:

uQ(t) = umax

(
aQ + bQe

−βQ(t−tQ)
)
, t ∈ [tQ,∆

∗
1], (3.25)

где коэффициенты aQ, bQ, βQ определяются по формулам:

aQ =
L1η

2
2 + L2η

2
1

E1η22 + E2η21
; bQ =

(η22 − η21)(E1L2 − E2L1)

(E1η22 + E2η21)(E1 + E2)
;

βQ =
(E1η

2
2 + E2η

2
1)a

(E1 + E2)R2
.

(3.26)

Здесь

Ln = AQ
n

[
∗
Qn η

2
n − ηnQ0J1(ηn)

]
;En = AQ

n F̄1bn(ηn,v);A
Q
n =

2η2nJ0

(
ηn
xmax
R

)
(η2n +Bi2)J2

0 (ηn)
;

∗
Qn=

∫ 1

0

Q(l,tQ)J0(ηnl)ldl;n = 1,2.

Таким образом, оптимальное управляющее воздействие определяется за-
ранее с точностью до N параметров ∆∗

i , i = 1,N , при вычисленных значениях
tQ и uQ(t) в форме (3.23), (3.25).
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3.2.4 Редукция к задаче полубесконечной оптимизации

При заданной в (3.11) допустимой абсолютной точности ε0 приближения ре-
зультирующего температурного поля Q(x,∆) к требуемому распределению тем-
ператур Q∗ = const в пределах заданной пространственной области x ∈ [0,R]

исходная задача быстродействия может быть сформулирована в виде следующей
задачи параметрической оптимизации с линейной целевой функцией:

I (∆) =
N∑
i=1

∆i → min
∆∈Ω

; Ω =
{
∆ : 0 < ∆i <∞, i = 1,N

}
; (3.27)

Φ (∆) = max
x∈[0,R]

|Q(x,∆)−Q∗| ≤ ε0. (3.28)

Выражение для Q(x,∆) может быть получено в форме явных функций сво-
их аргументов путем вычисления интеграла в (3.6) с управляющим воздействием
(3.19) в задаче без учета фазовых ограничений в следующем виде [6]:

Q(x,∆) = Q0 +
umaxR

2

λ

∞∑
n=1

2F̄b1n(ηn, v)η
2
nJ0
(
ηn

x
R

)
(η2n +Bi2)J2

0 (ηn)
×

×
N∑
j=1

(−1)j+1

[
1− exp

(
−µ2n

N∑
m=j

∆m

)]
.

(3.29)

Для типичного случая учета фазового ограничения на максимальную тем-
пературу после подстановки в (3.6) управления u∗(t) в виде (3.23), (3.25) будем
иметь вместо (3.29):

Q(x,
∗
∆) = Q0 +

umaxR
2

λ

∞∑
n=1

2F̄b1n(ηn, v)J0
(
ηn

x
R

)
(η2n +Bi2)J2

0 (ηn)
exp

(
−µ2n

N∑
i=1

∆∗
i

)
×

×
[
eµ

2
ntQ − 1 + aQ

(
eµ

2
n∆

∗
1 − eµ

2
ntQ
)
+

+
bQη

2
n

η2n − β∗
Q

(
eµ

2
n∆

∗
1−βQ(∆

∗
1−tQ) − eµ

2
ntQ
)]

+

+
N∑
j=3

(−1)j+1

[
1− exp

(
−µ2n

N∑
m=j

∆∗
m

)]
, β∗

Q =
βQR

2

a
,

(3.30)
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где
∗
∆= (∆∗

i ), i = 1,N .
В итоге задача оптимизации сводится к специальной задаче математиче-

ского программирования (задача полубесконечной оптимизации [6; 16]) на экс-
тремум функции (3.27) конечного числа N переменных∆i или ∆∗

i с бесконечным
числом ограничений в форме неравенства (3.28), которое эквивалентно требова-
нию выполнения неравенства |Q(x,∆)−Q∗| ≤ ε0 для всех x ∈ [0,R].

Решения ∆0, N = N0 задачи (3.27) и (3.28) при достаточно малостесни-
тельных допущениях для многих типичных приложений обладают рядом замеча-
тельных («альтернансных») свойств [16]. Основное отличительное свойство оп-
тимального конечного состояния управляемой величины состоит в том, что число
Rx точек x0j ∈ [0,R], j = 1,Rx, в которых достигаются предельно допустимые аб-
солютные отклонения Q(x,T ) от Q∗, равные ε0, всегда оказывается не меньшим
числа искомых параметров оптимального процесса.

Тогда альтернансные свойства записываются следующим образом [6]:∣∣Q (x0j ,∆0
)
−Q∗∣∣ = ε0, j = 1,Rx; ∆

0 =
(
∆0

1,∆
0
2, . . . ,∆

0
N0

)
, (3.31)

где

Rx =

{
N0 + 1 при ε0 = ε

(N0)
min ;

N0 при ε0 > ε
(N0)
min .

(3.32)

Здесь ε(N0)
min – минимально достижимая погрешность равномерного приближения

Q(x,∆) или Q(x,
∗
∆) к Q∗ в классе управляющих воздействий вида (3.19) или

(3.25) в задачах без учета или с учетом фазового ограничения соответственно с
N0 интервалами постоянства.

Главной отличительной особенностью этих соотношений является их за-
мкнутость относительно всех параметров оптимального процесса, к которым от-
носятся искомые значения ∆0

i , i = 1,N0 при заданной конкретным числом вели-
чине ε0 > ε

(N0)
min , и сама заранее неизвестная величина ε

(N0)
min , если ε0 = ε

(N0)
min , что

создает потенциальные возможности перевода такой системы равенств в систе-
мы уравнений относительно данных параметров, последующее решение которых
исчерпывает решение исходной задачи. Однако процедура реализации подобных
возможностей оказывается наиболее сложным этапом при разработке конструк-
тивных методик поиска оптимальных алгоритмов управления с использованием
их альтернансных свойств. Основные затруднения заключаются в том, что ра-
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венствам (3.31) формально соответствует бесчисленное множество вариантов по
форме кривой зависимости Q(x,∆0) от пространственной координаты для раз-
ных величин ∆0 с различными точками x0j , порождающих бесконечное множе-
ство различных систем уравнений относительно ∆0. Выбор на этом множестве
единственного варианта, который действительно отвечает оптимальному процес-
су, оказывается невозможным вне связи с конкретными физическими закономер-
ностями предметной области, т.е. в данном случае с физическими особенностя-
ми процесса индукционного нагрева. При выполнении некоторых более жестких
ограничений, обычно выполняющихся для используемых моделей процесса ин-
дукционного нагрева [16], можно существенным образом уточнить альтернанс-
ные свойстваQ(x,∆0), которые в соответствующей более детальной формулиров-
ке резко ограничивают число формально возможных вариантов по форме кривой
Q(x,∆0) на отрезке [0,R] и значительно упрощают тем самым задачу ее опреде-
ления. Основной результат при этом заключается в том, что максимально допу-
стимые отклонения Q(x,∆0) от Q∗ оказываются знакочередующимися в точках
x0j , где 0 ≤ x01 < x02 < · · · < x0Rx

≤ R [16]. Тогда равенства (3.31) уточняются
следующим образом:

Q(x0j ,∆
0)−Q∗(x0j) = µ (−1)jε0; j = j = 1,Rx; µ = ±1;

0 ≤ x01 < x02 < · · · < x0Rx
≤ R,

(3.33)

т.е. точки x0j образуют чебышёвский альтернанс [16]. Однако и в этом случае уста-
новить форму кривойQ(x,∆0) без дополнительной информации о числе ее точек
экстремума на отрезке [0,R] и о принадлежности его границ к числу точек x0j в
(3.33) невозможно без привлечения базовых закономерностей процесса индукци-
онного нагрева.

В подавляющем большинстве случаев для практических задач нагрева все-
гда имеет место простое правило определения числаN0 интервалов управления в
задаче (3.27) непосредственно по месту заданной точности ε0 в неравенствах

ε
(1)
min > ε

(2)
min > · · · > ε

(j)
min > ε

(j+1)
min > · · · > ε

(P )
min = εinf ≥ 0, (3.34)

где εinf > 0, P <∞ в задаче управления по мощности источников тепла [16].
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В [16] доказано, что это правило имеет вид:

N0 = j для всех ε(j)min ≤ ε0 < ε
(j−1)
min . (3.35)

Ключевым свойством, позволяющим определить действительную форму
кривой Q(x,∆0) наряду с правилом (3.35), является установление максимально
возможного числа MN точек экстремума xextj , j = 1,MN , на кривой результиру-
ющего пространственного распределения температурного поля в зависимости от
числаN интервалов оптимального управления. Это свойство вытекает из физиче-
ских свойств температурного поля в процессе индукционного нагрева и формули-
руется следующим образом [6; 9]: максимальное числоMN точек xextj , j = 1,MN ,
экстремума функцииQ(x,∆) на отрезке [0,R] ∋ x при управляющем воздействии
вида (3.19) или (3.25), характеризуемом произвольным вектором параметров∆ =

= (∆1,∆2, . . . ,∆N), определяется следующим соотношением при внутреннем со-
средоточенном управлении u(t):

MN =

{
N + 1 при нечетных N ;

N при четных N.
(3.36)

В рассматриваемой задаче индукционного нагрева металлических заготовок ци-
линдрической формы под обработку давлением типичными являются требования
(3.28) достижения точности нагрева ε0, равной предельно достижимой величине
ε
(2)
min в классе оптимальных по быстродействию двухинтервальных управляющих
воздействий (см. рисунок 3.1) [6; 9].

При ε0 = ε
(2)
min согласно (3.35) находимN0 = 2. Выражение (3.29) принимает

в таком случае следующий вид:

Q(x,∆1,∆2) = Q0 +
umaxR

2

λ

∞∑
n=1

2F̄b1n(ηn, v)η
2
nJ0
(
ηn

x
R

)
(η2n +Bi2)J2

0 (ηn)
×

×
[
e−µ2

n∆2 − e−µ2
n(∆1+∆2)

]
.

(3.37)
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Выражение (3.30) в задаче с учетом фазового ограничения при управляющем воз-
действии (3.23) c N = 2 видоизменяется следующим образом:

Q(x,∆∗
1,∆

∗
2) = Q0 +

umaxR
2

λ

∞∑
n=1

2F̄b1n(ηn, v)J0
(
ηn

x
R

)
(η2n +Bi2)J2

0 (ηn)
e(−µ2

n(∆
∗
1+∆∗

2))×

×

[
eµ

2
ntQ − 1 + aQ

(
eµ

2
n∆

∗
1 − eµ

2
ntQ
)
+

+
bQη

2
n

η2n − β∗
Q

(
eµ

2
n∆

∗
1−βQ(∆

∗
1−tQ) − eµ

2
ntQ
)]

, β∗
Q =

βQR
2

a
.

(3.38)

В условиях равенств Rx = 3, MN = 2 при N0 = 2, ε0 = ε
(2)
min, выпол-

няющихся согласно базовым свойствам (3.32), (3.36) оптимальных решений за-
дачи полубесконечной оптимизации (3.27), (3.28), однозначным образом фикси-
руется показанная на рисунке 3.5 форма кривой Q(x,∆0) на отрезке [0,R] ∋ x,
отвечающая альтернансным знакочередующимся соотношениям (3.33) при x01 =

= 0; x02 = xext2 ; x03 = R, которым тем самым отвечает единственно возмож-
ный вариант расчетной системы четырех уравнений с четырьмя неизвестными
∆0

1, ∆
0
2, x

ext
2 и ε(2)min 

Q(0,∆0
1,∆

0
2)−Q∗ = −ε(2)min;

Q(xext2 ,∆0
1,∆

0
2)−Q∗ = ε

(2)
min;

Q(R,∆0
1,∆

0
2)−Q∗ = −ε(2)min;

∂Q(xext2 ,∆0
1,∆

0
2)

∂x
= 0.

(3.39)

Решая эту систему уравнений с подстановкой (3.29) или (3.30) известны-
ми численными методами, находим искомые неизвестные длительности интерва-
лов постоянства оптимального программного управления∆0

1, ∆
0
2, выступающую

в роли промежуточной неизвестной координату точки xext2 ∈ (0,R) максимума
Q(x,∆0) и саму величину минимакса ε(2)min.
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Рисунок 3.5 — Распределение температур по радиусу цилиндра в конце
оптимального по быстродействию управления процессом индукционного

нагрева.

3.3 Синтез детерминированного оптимального по быстродействию
регулятора с неполным измерением состояния в задаче без учета фазовых

ограничений

В соответствии с § 2.3 сформулируем следующую детерминированную за-
дачу синтеза оптимальной по быстродействию системы управления.

Пусть в соответствии с требованиями вида (3.11) к конечному температур-
ному состоянию требуется обеспечить равномерный нагрев тела до заданной тем-
пературыQ∗ = const с предельно достижимой точностью ε̃0(ỹ) = ε

(2)
min(ỹ) в классе

оптимальных по быстродействию двухинтервальных управляющих воздействий
релейной формы (см. рисунок 3.6) для любого заранее фиксируемого значения ỹ
в пределах заданного множества Y возможных величин вектора неопределенных
факторов в (3.9) [6; 9].

В этом случае функция переключения (2.21) формируется в соответствии
с правилом (3.35) при N = 2 интервалах постоянства оптимального управле-
ния по сигналам обратной связи по непосредственно измеряемым температурам
Q1(t), Q2(t) в точках x̃1 и x̃2 по радиусу цилиндра, в качестве которых удобно при-
нять точки x̃1 = R, x̃2 = 0, где результирующие значения температур QT

1 и QT
2 в

конце оптимального процесса независимо от начальной температуры будут оди-
наковы и равны Q∗ − ε

(2)
min(ỹ), согласно равенствам (3.39). Если принять для опре-

деленности ρ̂1 = 1, то функция переключения (2.21) принимает в таком случае
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Рисунок 3.6 — Оптимальное по быстродействию двухинтервальное управление
по мощности внутренних источников тепла.

следующий вид:

h1(Q1,Q2,ỹ) = Q∗ − ε
(2)
min(ỹ)−Q1(t) + ρ̂2(ỹ)

(
Q∗ − ε

(2)
min(ỹ)−Q2(t)

)
. (3.40)

Соответствующий алгоритм оптимального управления с обратными связя-
ми (2.23) определяется выражением:

u∗(Q1,Q2,ỹ) =
umax
2

± umax
2

sign
[
Q∗ − ε

(2)
min(ỹ)−Q1(t)+

+ρ̂2(ỹ)
(
Q∗ − ε

(2)
min(ỹ)−Q2(t)

)]
,

(3.41)

где для любого фиксированного значения ỹ ∈ Y коэффициент обратной связи
ρ̂2, соответствующий какому-либо одному фиксированному значению Q0, что от-
вечает квазиоптимальному управлению, допустимому при пренебрежимо малых
вариациях Q0, может быть найден как решение системы уравнений (2.22):

ρ̂2(ỹ) =
Q1(t̃1)−Q∗ + ε

(2)
min(ỹ)

Q∗ −Q2(t̃1)− ε
(2)
min(ỹ)

. (3.42)

Здесь Q1(t̃1), Q2(t̃1) – значения температур Q1 и Q2 в момент времени t̃1 = ∆1

переключения двухинтервального управления, вычисляемые согласно (3.37) при
∆2 = 0:

Q(x,∆1) = Q0 +
umaxR

2

λ

∞∑
n=1

2F̄b1n(ηn, v)η
2
nJ0
(
ηn

x
R

)
(η2n +Bi2)J2

0 (ηn)

[
1− e−µ2

n∆1

]
, (3.43)
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по значению ∆1, определяемому при расчете альтернансным методом оптималь-
ного программного управления путем решения системы уравнений (3.39).

Строго оптимальным процесс в замкнутой системе управления (с полным
объемом информации об объекте) остается только при равенстве начальной тем-
пературы ее расчетному значению, однако при небольших отклонениях основные
показатели процесса нагрева обычно мало отличаются от строго оптимальных ха-
рактеристик [6].

На рисунке 3.7 изображена функциональная схема соответствующей за-
мкнутой СУ.

Рисунок 3.7 — Функциональная схема замкнутой системы оптимального по
быстродействию управления детерминированным процессом индукционного

нагрева без учета фазовых ограничений при ε0 = ε
(2)
min.

3.4 Синтез детерминированного оптимального по быстродействию
регулятора с неполным измерением состояния в задаче c учетом фазовых

ограничений

Дополним задачу синтеза оптимальной по быстродействию СУ детермини-
рованным процессом индукционного нагрева, рассмотренную в § 3.3, фазовым
ограничением (3.20) на максимальную температуру Qmax(t) в процессе нагрева.

Как было показано в § 3.2.3, в этом случае оптимальный по быстродей-
ствию алгоритм программного управления усложняется участком поддержания
Qmax(t) на предельно допустимом уровне Qдоп и для рассматриваемого случая
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ε0 = ε
(2)
min, N = 2, u∗(t) в (3.23) принимает вид (см. рисунок 3.8):

u∗(t) =


umax, при 0 < t < tQ;

uQ(t), при tQ ≤ t < ∆∗
1;

0, при ∆∗
1 < t < ∆∗

1 +∆∗
2.

(3.44)

Здесь, по сравнению с задачей в § 3.2.1 без учета ограничения на Qmax(t), про-

Рисунок 3.8 — Управляющее воздействие и температурное поле в оптимальном
по быстродействию процессе нагрева с ограничением на максимальную

температуру.

исходит замена на первом интервале управления постоянной величины umax воз-
действием uQ с момента времени t = tQ и до окончания первого интервала оп-
тимальной программы u∗(t), когда происходит переключение на umin = 0, под
управлением которого происходит процесс выравнивания температур вплоть до
окончания оптимального процесса в момент t = T = ∆∗

1 +∆∗
2. Длительности ин-

тервалов ∆∗
1, ∆

∗
2 оптимального процесса управления предварительно находятся

путем решения системы уравнений (3.39) с подстановкой выражения (3.38).
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Таким образом, для автоматической отработки оптимальной программы
(3.44) в рассматриваемой замкнутой системе необходимо учитывать соотноше-
ние междуQmax(t) иQдоп наряду со знаком функции переключения h1(Q1,Q2,ỹ) в
(3.40).

Часто в реальных ситуациях за Qmax(t) можно принять с допустимой по-
грешностью температуру поверхности Q(xmax,t) = Q(R,t) = Q1(t) нагреваемого
металлического изделия для всех t ∈ (0,∆∗

1) [6].
Тогда вместо (3.41) получаем следующий алгоритм управления

u∗(Q1,Q2,ỹ) =


umax, ∀ Q1,Q2 : h1(Q1,Q2,ỹ) > 0; Q1 < Qдоп;

uQ(t), ∀ Q1,Q2 : h1(Q1,Q2,ỹ) > 0; Q1 = Qдоп;

0, ∀ Q1,Q2 : h1(Q1,Q2,ỹ) ≤ 0; Q1 < Qдоп,

(3.45)

который будет в любой момент времени соответствовать оптимальному по быст-
родействию режиму нагрева, если функция переключения h1(Q1,Q2,ỹ) меняет
знак в расчетный момент времени ∆∗

1.
Требуемое поведение h1(Q1,Q2,ỹ) обеспечивается выбором вновь рас-

считанного коэффициента ρ̂2(ỹ) по формуле (3.42) с учетом новых значений
ε
(2)
min(ỹ), t̃1 = ∆∗

1, полученных ранее при вычислении значений параметров опти-
мального программного управления u∗(t) в (3.44), а также значений температур в
конце первого интервала управленияQ1(t̃1), Q2(t̃1), которые могут быть найдены
по формуле

Q(x,∆∗
1) = Q0 +

umaxR
2

λ

∞∑
n=1

2F̄b1n(ηn, v)J0
(
ηn

x
R

)
(η2n +Bi2)J2

0 (ηn)
eµ

2
n∆

∗
1×

×

[
eµ

2
ntQ − 1 + aQ

(
eµ

2
n∆

∗
1 − eµ

2
ntQ
)
+

+
bQη

2
n

η2n − β∗
Q

(
eµ

2
n∆

∗
1−βQ(∆

∗
1−tQ) − eµ

2
ntQ
)]

, β∗
Q =

βQR
2

a
,

(3.46)

полученной из выражения (3.38) для Q(x,∆∗
1,∆

∗
2) при ∆∗

2 = 0.
Структура замкнутой системы на рисунке 3.7 должна быть дополнена, в со-

ответствии с новым алгоритмом управления (3.45), задержанной обратной свя-
зью по Q1(t) с коэффициентами передачи ρ̂3, обеспечивающей поддержание Q1

на уровне Qдоп с требуемой точностью, определяемой выбором величины ρ̂3. За-
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держанный характер дополнительной обратной связи поQ1 обеспечивается нели-
нейным элементом НЭ с зоной нечувствительности, отсекающим ее воздействие
при Q1 < Qдоп.

В итоге задача синтеза оптимального по быстродействию регулятора в рас-
сматриваемом случае сводится к построению релейной системы автоматического
управления с линейными обратными связями по температурам Q1 и Q2, а также
дополнительной нелинейной связью по Q1 (см. рисунок 3.9).

Рисунок 3.9 — Функциональная схема системы оптимального по
быстродействию управления детерминированным процессом индукционного

нагрева с учетом фазового ограничения на максимальную температуру.

Задержанная обратная связь вступает в работу только на втором участке
управления, при выполнении соответствующих условий в (3.45), а выбор вели-
чины коэффициента ρ̂3 определяется допуском отклонения Q1 от Qдоп.
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3.5 Синтез оптимальной по быстродействию СУ процессом индукционного
нагрева в условиях интервальной неопределенности характеристик объекта в

задаче быстродействия без учета фазовых ограничений

Как было показано в § 2.4, для построения замкнутой системы оптимально-
го по быстродействию управления с регулятором (3.41) в условиях интервальной
неопределенности y ∈ Y необходимо дополнить её структуру идентификатором,
который принимает в линейном приближении вид (2.31), где для рассматривае-
мого случая (3.9) r = 2. Зависимости gj(y1, y2, t0), j = 1,2, в (2.25), (2.27) и (2.28)
определяются выражением (3.6) и (3.43) для выбранного момента t = t0 в преде-
лах первого интервала постоянства [0,∆1] ∋ t оптимального управления u∗(t)

gj(Q0, Bi, t
0) = Q0 +

umaxR
2

λ

∞∑
n=1

2F̄b1n(ηn, v)η
2
nJ0
(
ηn

x
R

)
(η2n +Bi2)J2

0 (ηn)

[
1− e−µ2

n∆1

]
,

x̃j = {R, 0}, j = 1,2.

(3.47)

Якобиан (2.27) системы (2.25) принимает в этом случае следующий вид:

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂g1
∂y1

∂g1
∂y2

. . . ∂g1
∂yr

. . . . . . . . . . . .
∂gr
∂y1

∂gr
∂y2

. . . ∂gr
∂yr

∣∣∣∣∣∣∣
y=yH

=

∣∣∣∣∣ ∂g1∂Q0

∂g1
∂Bi

∂g2
∂Q0

∂g2
∂Bi

∣∣∣∣∣
y=yH

=

∣∣∣∣∣1 ∂g1
∂Bi

1 ∂g2
∂Bi

∣∣∣∣∣
y=yH

=

=
∂g2
∂Bi

− ∂g1
∂Bi

,

(3.48)



90

где ∂g2
∂Bi ,

∂g1
∂Bi находятся путем дифференцирования выражения (3.43):

∂g1
∂Bi

=
2umaxR

2

λ

∞∑
n=1

dF (·)k − F̄b1n(ηn(Bi), v)K1(·)k
b2

+

+
∞∑
n=1

F̄b1n(ηn(Bi), v)dµ(·)e−µ2
nt

0

t0b

b2
;

∂g2
∂Bi

=
2umaxR

2

λ

∞∑
n=1

dF (·)J0(ηn(Bi))k
b2J2

0 (ηn(Bi))
−

−
∞∑
n=1

F̄b1n(ηn(Bi), v)K2(·)k
b2J2

0 (ηn(Bi))
−

−
∞∑
n=1

dµ(·)e−µ2
nt

0

t0J0(ηn(Bi))F̄b1n(ηn(Bi), v)b

b2J2
0 (ηn(Bi))

.

(3.49)

На основании (2.28) и (3.49) получим выражения для коэффициентов пере-
дачи α̂mj, m,j = 1,2 в (2.31)

α̂11 =

(
∂y1
∂Q̄1

)
y=yH

=
1

J

∣∣∣∣∣ ∂g
0
1

∂Q1

∂g01
∂Bi

∂g02
∂Q1

∂g02
∂Bi

∣∣∣∣∣
y=yH

=
1

J

∣∣∣∣∣1 ∂g01
∂Bi

0 ∂g02
∂Bi

∣∣∣∣∣
y=yH

=

=
1

J

∂g02
∂Bi

= 1− ∂g2/∂Bi

∂g1/∂Bi
= 1−

∞∑
n=1

M1

N1
;

(3.50)

α̂12 =

(
∂y1
∂Q̄2

)
y=yH

=
1

J

∣∣∣∣∣ ∂g
0
1

∂Q2

∂g01
∂Bi

∂g02
∂Q2

∂g02
∂Bi

∣∣∣∣∣
y=yH

=
1

J

∣∣∣∣∣0 ∂g01
∂Bi

1 ∂g02
∂Bi

∣∣∣∣∣
y=yH

=

= − 1

J

∂g01
∂Bi

= 1− ∂g1/∂Bi

∂g2/∂Bi
= 1−

∞∑
n=1

N1

M1
;

(3.51)

α̂21 =

(
∂y2
∂Q̄1

)
y=yH

=
1

J

∣∣∣∣∣ ∂g
0
1

∂Q0

∂g01
∂Q1

∂g02
∂Q0

∂g02
∂Q1

∣∣∣∣∣
y=yH

=
1

J

∣∣∣∣∣ ∂g
0
1

∂Q0
1

∂g02
∂Q0

0

∣∣∣∣∣
y=yH

=

= − 1

J

∂g02
∂Q0

= − λ

2umaxR2

1∑∞
n=1

N2+N3

b2J2
0 (ηn(Bi))

;

(3.52)
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α̂22 =

(
∂y2
∂Q̄2

)
y=yH

=
1

J

∣∣∣∣∣ ∂g
0
1

∂Q0

∂g01
∂Q2

∂g02
∂Q0

∂g02
∂Q2

∣∣∣∣∣
y=yH

=
1

J

∣∣∣∣∣ ∂g
0
1

∂Q0
0

∂g02
∂Q0

1

∣∣∣∣∣
y=yH

=

=
1

J

∂g01
∂Q0

=
λ

2umaxR2

1∑∞
n=1

N2+N3

b2J2
0 (ηn(Bi))

.

(3.53)

В (3.49)–(3.53) введены следующие обозначения:

dF (·) = ∂F̄b1n(ηn(Bi), v)

∂Bi
b;
∂F̄b1n(ηn(Bi), v)

∂Bi
=

∫ 1

0

Fb1(l,v)(−l2)J1(ηn(Bi)l)
dηn
dBi

dl;

b = (η2n(Bi) +Bi2)J2
0 (ηn(Bi)); k =

(
1− e−µ2

nt
0
)
;

dµ(·) = dµ2n(·)
dBi

=
2a

R2
ηn(Bi)

dηn(Bi)

dBi
;

K1(·) = 2J0(ηn(Bi))

(
Bi+ ηn(Bi)

dηn
dBi

)
− J1(ηn(Bi))

dηn
dBi

(
η2n(Bi) +Bi2

)
;

K2(·) = 2J2
0 (ηn(Bi))

(
Bi+ ηn(Bi)

dηn
dBi

)
− b

(
J1(ηn(Bi))

dηn
dBi

)
;

M1 = k
(
dF (·)J0(ηn(Bi))− F̄b1n(ηn(Bi), v)K2

)
−

− F̄b1n(ηn(Bi), v)bJ0(ηn(Bi))dµ(·)e−µ2
nt

0

t0;

N1 = J2
0 (ηn(Bi))

[(
dF (·)− F̄b1n(ηn(Bi), v)K1

)
− F̄b1n(ηn(Bi), v)bdµ(·)e−µ2

nt
0

t0
]
;

N2 = k [dF (·) (1− J0(ηn(Bi))) J0(ηn(Bi))−
−F̄b1n(ηn(Bi), v) (K2 −K1J0(ηn(Bi)))

]
;

N3 = F̄b1n(ηn(Bi), v)bJ0(ηn(Bi))dµ(·)e−µ2
nt

0

t0b (J0(ηn(Bi))− 1) J0(ηn(Bi));

yH = (Q0H , BiH) .

Теперь функция переключения (2.21) при замене ρ̂2(ỹ), QT
j (ỹ) на

ρ̂2(y), Q
T
j (y) для рассматриваемого случая N = 2, ρ̂1 = 1 приобретает следу-

ющий вид:

h1(Q1,Q2,y) = QT
1 (y)−Q1(t) + ρ̂2(y)

(
QT

2 (y)−Q2(t)
)
. (3.54)
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Здесь линейные приближения зависимостей коэффициента обратной связи ρ̂2(y)
и значений температур

QT
1 (y) = QT

2 (y) = Q∗ − ε
(2)
min(y);

ε
(2)
min(y) = ε

(2)
min(yH)−

2∑
j=1

γ̂∗ij(Q̄j(t
0)− Q̄jH),

(3.55)

от y ∈ (Q0, Bi) принимают вид (2.33) и (2.34), где должны быть предварительно
найдены, наряду с α̂mj, коэффициенты β̂mj и β̂∗

mi дляm,j,i = 1,2 в (2.32) и (2.34).
Поскольку определение аналитических выражений для коэффициентов

β̂mj, β̂
∗
mi оказывается затруднительным ввиду их сложной и неявной зависимо-

сти от параметров yH = (Q0H , BiH), значения этих коэффициентов могут быть
найдены с удовлетворительной точностью по их конечно-разностным аппрокси-
мациям

β̂mi =

(
∂ρ̂i
∂ym

)
y=yH

≈ ρ̂i(y
(m))− ρ̂i(yH)

ym − ymH
;

β̂∗
mi =

(
∂QT

i

∂ym

)
y=yH

≈ QT
i (y

(m))−QT
i (yH)

ym − ymH
;

(3.56)

m,i = 1,2;

y(1) = (y1, y2H) ; y
(2) = (y1H , y2)

при достаточно малыхфиксированных значениях приращений ym−ymH , m = 1,2.
Здесь соответствующие значения ρ̂i(y(m)), ε

(2)
min(y

(m)) вQT
i (y

(m)) = Q∗− ε
(2)
min(y

(m))

находятся по выражениям (2.22), (3.37) и (3.39) с применением методик, описан-
ных в § 3.2.4 и § 3.3.

В итоге алгоритм управления u∗(Q1,Q2,y) с идентификацией состояния
(2.31) по наблюдаемым значениям Q̄1(t) = Q1(t), Q̄2(t) = Q2(t) в соответствии
с (2.24) для случая N = r = 2, автоматической коррекцией обратных связей по
алгоритму (2.33) и требуемых конечных температур согласно (3.55) при априори
фиксируемых коэффициентах в выражениях (2.33) и (2.34) согласно (3.50)–(3.53)
и (3.56) полностью определяют структуру замкнутой системы оптимального по
быстродействию управления объектом (3.6) и (3.7) в условиях (3.9) интервальной
неопределённости параметров Q0, Bi (см. рисунок 3.10), принимая следующий
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вид:
u∗(Q1,Q2,y) =

umax
2

± umax
2

sign
[
Q∗ − ε

(2)
min(y)−Q1(t)+

+ρ̂2(y)
(
Q∗ − ε

(2)
min(y)−Q2(t)

)]
.

(3.57)

Рисунок 3.10 — Структурная схема замкнутой системы оптимального по
быстродействию управления процессом индукционного нагрева с

идентификатором параметров объекта.
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3.6 Синтез оптимальной по быстродействию СУ процессом индукционного
нагрева в условиях интервальной неопределенности характеристик объекта в

задаче быстродействия с учетом фазовых ограничений

Согласно методике, описанной в главе 2, по аналогии с решением в § 3.5,
полученный в § 3.4 регулятор (3.45) для детерминированной задачи должен быть
дополнен идентификатором (2.31) при r = 2, и таким образом искомый алгоритм
управления приобретает следующий вид:

u∗(Q1,Q2,y) =


umax
2

[1± signh1(Q1,Q2,y)] = umax∀ Q1,Q2 :h1(·) > 0; Q1 < Qдоп;

uQ(t)∀ Q1,Q2 :h1(·) > 0; Q1 = Qдоп;
umax
2

[1± signh1(Q1,Q2,y)] = 0 ∀ Q1,Q2 :h1(·) ≤ 0; Q1 < Qдоп.

(3.58)
Здесь h1(Q1,Q2,y) сохраняется в форме (3.54), где остаются справедливыми выра-
жения (2.33), (2.34) и (3.55) для линейных приближений ρ̂2(y), QT

i (y) c предвари-
тельно рассчитанными в ходе решения задач программного оптимального управ-
ления в § 3.2.3 и синтеза детерминированной оптимальной СУ в § 3.4 с учетом
фазового ограничения значениями ρ̂2(yH), ε(2)min(yH), QjH , j = 1,2. При этом ис-
пользуются измененные по сравнению с (3.37) и (3.43) выражения (3.38) и (3.46)
для расчета Q(x,∆∗

1,∆
∗
2), Q(x,∆

∗
1) при y = yH . При t0 < tQ сохраняется фор-

ма выражений для gj(·) в (3.47), а, следовательно, и выражения (3.50)–(3.53) для
расчета коэффициентов α̂mj, m = j = 1,2 идентификатора (2.31). Однако из-за
изменившихся значений ρ̂2(yH), ε(2)min(yH) необходимо пересчитать коэффициен-
ты β̂mi, β̂

∗
mi, m = i = 1,2 и, как следствие, коэффициенты γ̂ij, γ̂

∗
ij, i = j = 1,2

соответственно в (3.56), (2.33) и (2.34).
В целях реализации закона управления (3.58) структура замкнутой СУ с

оптимальным по быстродействию регулятором (3.58) с учетом фазового ограни-
чения (3.20), по сравнению с таковой без учета ограничений (см. рисунок 3.10),
дополняется, по аналогии с детерминированной замкнутой структурой на рисун-
ке 3.9, задержанной обратной связью по температуре Q1 (см. рисунок 3.11) с ана-
логичным условием выбора коэффициента ρ̂3.



95

Рисунок 3.11 — Структурная схема замкнутой системы оптимального по
быстродействию управления процессом индукционного нагрева с ограничением

на максимальную температуру с учетом интервальной неопределенности
характеристик объекта.
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3.7 Моделирование замкнутых оптимальных по быстродействию СУ
процессом индукционного нагрева

С целью апробации полученных оптимальных по быстродействию алгорит-
мов управления, а также проведения сравнительного анализа рассмотренных СУ,
было выполнено компьютерное моделирование замкнутой системы оптимально-
го по быстродействию управления процессом индукционного нагрева в условиях
интервальной неопределенности параметрических характеристик объекта. В этих
целях используется пакет прикладных программ MATLAB с такими приложени-
ями, как Simulink (интерактивная среда для моделирования и анализа широкого
класса динамических систем) и Stateflow (интерактивный инструмент разработки
в области моделирования управляемых событиями систем, основанный на теории
конечных автоматов), разработанный компанией MathWorks [111—114].

3.7.1 Способы моделирования ОРП

Вначале необходимо выбрать способ моделирования распределенного объ-
екта управления (3.1)–(3.3). Существует ряд аналитических способов построения
приближенных моделей объектов с распределенными параметрами [19]. Все они
могут быть условно подразделены на две основные группы.

К первой группе относятся способы упрощенного представления самих ис-
ходных дифференциальных уравнении объекта. К ним можно отнести методы пе-
рехода к упрощенным распределенным блокам (напр., методымалого параметра и
линеаризации) и конечномерной аппроксимации (модальное описание объекта и
разностные модели) [19]. Методы данной группы позволяют получить удовлетво-
рительные по точности в определенных конкретных условиях описания свойств
ОРП в сравнительно простом виде.

Методы второй группы базируются на приближенном представлении, как
правило, в форме соответствующих передаточных функций, точных решений
уравнений в частных производных, моделирующих поведение ОРП. В частно-
сти, широко используется разложение передаточных функций в бесконечные ря-
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ды или, основываясь, к примеру, на физических представлениях об объекте, ап-
проксимирующие передаточные функции задаются с точностью до значений ко-
эффициентов в форме заданной типовой структуры, выбранной по тем или иным
соображениям [19].

Воспользуемся методом второй группы, в виду того, что рассматривается
типовой упрощенный ОРП, описываемый краевой задачей (3.1)–(3.3) для которой
имеются точные решения, и, соответственно, при использовании метода конеч-
ных интегральных преобразований, могут быть получены точные выражения для
передаточных функций в форме разложения в бесконечный ряд по собственным
функциям, что позволит смоделировать объект с любой требуемой точностью.

3.7.2 Передаточная функция распределенного объекта управления

Воспользуемся методом конечных интегральных преобразований для полу-
чения основных характеристик ОРП.

Для начала необходимо определить выражение для функции Грина
G(x,ξ,t − τ), представляющей собой реакцию объекта на входное воздействие в
виде δ-функции, сосредоточенной в некоторой точке на пространственно времен-
ной области (x,t) при однородных граничных и нулевых начальных условиях. По-
лагая в (2.9) все слагаемые равными нулю, кроме первого, в котором f(·) = δ(·),
получим следующее выражение для G(x,ξ,t− τ) [19]:

G(x,ξ,t− τ) =
∞∑
n=1

φn(µn,x)φn(µn,ξ)r(ξ)G
∗
n(µn,t− τ). (3.59)

Основное вход-выходное соотношение ОРП однозначно определяется его
функцией Грина. Подстановка (3.59) в (2.9) приводит к следующему выражению
для выхода ОРП при любом значении стандартизирующей функции w(ξ,τ) на его
входе, учитывающей все внешние воздействия на ОРП [19]:

Q(x,t) =

∫ T

0

∫ R

0

G(x,ξ,t− τ)w(ξ,τ)dξdτ. (3.60)
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Для случая однородных граничных и нулевых начальных условий в (3.1),
(3.3) здесь [19]

w(ξ,τ) =
1

cγ
Fb1(

ξ

R
,v)u(τ), (3.61)

и вместо (3.60) будем иметь

Q(x,t) =

∫ T

0

∫ R

0

G(x,ξ,t− τ)
1

cγ
Fb1(

ξ

R
,v)u(τ)dξdτ =

∫ T

0

S(x,t− τ)u(τ)dτ ;

S(x,t− τ) =

∫ R

0

G(x,ξ,t− τ)
1

cγ
Fb1(

ξ

R
,v)u(τ)dξ.

(3.62)
В этом случае представление распределенного объекта (3.1)–(3.3) выглядит

неким аналогом сложного звена в сосредоточенных системах управления, глав-
ным отличием которого является зависимость выходного сигнала от простран-
ственного аргумента. Для рассматриваемого случая сосредоточенного внутрен-
него управления им является согласно (3.61) и (3.62) распределенный x-блок (см.
рисунок 3.12) [99].

Рисунок 3.12 — Структурное представление x-блока.

В выражении (3.59) необходимо найти собственные функции
φn(µn,x), φn(µn,ξ); весовую функцию конечного интервального преобразо-
вания r(ξ) и импульсную переходную функциюG∗

n(µn,t− τ), для поиска которых
выполняется процедура конечного интегрального преобразования, примененная
к уравнениям объекта (3.3) и описанная в [19].

Весовая функция принимает следующий вид:

r(ξ) =
ξ

a
. (3.63)

Задача Штурма-Лиувилля с краевыми условиями вида (3.2) и (3.3) при-
водится к дифференциальному уравнению Бесселя относительно искомых соб-
ственных функций

a
d2φ(µ,x)

dx2
+
a

x

dφ(µ,x)

dx
= −µ2φ(µ,x). (3.64)
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Решение этой задачи принимает вид [115; 116]

φ(µ,x) = J0

(
µ√
a
x

)
. (3.65)

Собственные числа µ2n находятся из граничного условия при x = R:

BiJ0(η)− ηJ1(η) = 0, Bi =
αR

λ
, η =

µ√
a
. (3.66)

Здесь, как и в (3.6), (3.7), J0(z), J1(z) – функции Бесселя нулевого и первого по-
рядка соответственно. Отсюда находим µ2n = aη2n/R

2, n = 1,2, . . ., где ηn – кор-
ни трансцендентных уравнений (3.66). В соответствии со свойствами функции в
(3.65) [101; 102; 117] ортонормированная система собственных функций приоб-
ретает вид:

φn(µn,x) =
1

En
J0

(
ηn
x

R

)
, (3.67)

где норма собственных функций En может быть найдена из выражения:

E2
n =

∫ R

0

J2
0

(
ηn
x

R

)
r(x)dx =

R2J2
0 (ηn)

a

[
1

2
+
Bi2

2η2n

]
⇒

⇒ En =
RJ0(ηn)

a

√[
1

2
+
Bi2

2η2n

]
.

(3.68)

Функция G∗
n(µn,t− τ) находится путем решения n-го уравнения в (3.8) при

нулевых начальных условиях и внешнем воздействии в виде δ-функции и для рас-
сматриваемого случая принимает следующий вид:

G∗
n(µn,t− τ) = e−µ2

n(t−τ). (3.69)

Тогда, с учетом (3.63) и (3.67)–(3.69), функция Грина (3.59) распределенного
объекта (3.1)–(3.3) примет вид:

G(x,ξ,t− τ) =
2ξ

R2

∞∑
n=1

η2nJ0
(
ηn

x
R

)
J0

(
ηn

ξ
R

)
J2
0 (ηn)(η

2
n +Bi2)

e−µ2
n(t−τ). (3.70)
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Применив теперь к уравнению (3.60) оператор преобразования Лапласа по
временной переменной

Q̃(x,p) = Lt

{∫ T

0

S(x,t− τ)u(τ)dτ

}
= S̃(x,p)ũ(p), (3.71)

по аналогии с сосредоточенной системой будем называть S̃(x,p) передаточной
функциейWx(x,p) распределенного x-блока, что, с учетом (3.70), приводит к сле-
дующему выражению:

Wx(x,p) = Lt

∫ R

0

2ξ

R2

∞∑
n=1

η2nJ0
(
ηn

x
R

)
J0

(
ηn

ξ
R

)
J2
0 (ηn)(η

2
n +Bi2)

e−µ2
n(t−τ) 1

cγ
Fb1

(
ξ

R
, v

)
dξ

 =

=
∞∑
n=1

2Kn(x)

cγR2(Tnp+ 1)
,

(3.72)
где

Kn(x) =
η2nJ0

(
ηn

x
R

) ∫ R

0 ξJ0

(
ηn

ξ
R

)
Fb1

(
ξ
R , v
)
dξ

µ2nJ
2
0 (ηn)(η

2
n +Bi2)

; Tn =
1

µ2n
.

По виду выражения (3.72) можно сделать вывод, что объект управления
(3.1)–(3.3) в структурном отношении представляет собой бесконечное число па-
раллельно соединенных типовых апериодических звеньев (см. рисунок 3.13).
Очевидно, что промоделировать такую систему невозможно, поэтому необходи-
мо провести процедуру усечения или, другими словами, представить объект уко-
роченной структурой. Следует помнить, что такая процедура приводит к искаже-
нию представления о свойствах распределенного объекта, однако её использова-
ние возможно с некоторой заданной точностью.

Выбор количества учитываемых звеньев по виду переходного процесса на
отрезке времени 0 < t ≤ 0.01 × (R2/a) является одним из возможных вариантов
решения указанной проблемы. Выбирается такое количество звеньев, при котором
картина теплового поля на обозначенном отрезке времени практически перестает
меняться.

В качестве примера здесь и далее будем рассматривать процесс индукци-
онного нагрева цилиндрических слитков из титанового сплава на промышлен-
ной частоте тока f = 50 Гц для исходных данных, представленных в табли-
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Рисунок 3.13 — Структурная представление x-блока в форме параллельного
соединения бесконечного числа типовых апериодических звеньев.

це 1. Температура окружающей среды принимается равной начальной темпера-
туре QC(t) = Q0 = const в (3.3).

Таблица 1 — Исходные данные для процесса индукционного нагрева
Обозначение Параметр Значение Единицы измерения

R Радиус заготовки 0.27 м
λ Теплопроводности 14 Вт / (м ·◦C )

a
Коэффициент

температуропроводности 4.34 · 10−6 м2/c

v Характерный параметр 4 -
BiH Критерий Био 0.7 -
Q0H Начальная температура 30 ◦С
Q∗ Требуемая температура 1050 ◦С

Qдоп
Предельно допустимая

температура 1100 ◦С

P0max

Максимальная
поверхностная плотность

мощности нагрева
106 · 103 кВт/м2

Для выбора количества звеньев N была построена модель системы управ-
ления ОРП в Matlab/Simulink [112; 113], где сам распределенный объект пред-
ставлен в форме передаточной функции (3.72), в котором верхний предел суммы
заменяется на N, а автоматический расчет коэффициентов по вышеприведенным
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Рисунок 3.14 — Структурное представление моделируемого объекта в форме
параллельного соединения N = 30 апериодических звеньев.
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1 - Температура в центре заготовки x = 0;

2 - Температура на поверхности заготовки x = R.
Рисунок 3.15 — Температурное поле цилиндрического слитка в процессе

индукционного нагрева при разном количестве учитываемых апериодических
звеньев в структуре распределенного объекта.
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формулам выполняется с помощьюMatlab-скрипта. На вход объекта подается со-
средоточенное управляющее воздействие umax.

На рисунке 3.15 представлены температурное поле в центре и на поверхно-
сти цилиндрического слитка в процессе индукционного нагрева на отрезке вре-
мени 0 ≤ t ≤ 168 сек. при различном количестве учитываемых звеньев в переда-
точной функции (3.72) объекта (3.1)–(3.3).

Как видно из графиков, при N ≥ 15 в (3.72) вид температурных полей ме-
няется несущественно. Примем далее количество учитываемых звеньев N = 30

(см. рисунок 3.14).

3.7.3 Расчет параметров для оптимальных алгоритмов управления с
обратными связями полученных систем управления

Для рассмотренных в § 3.3, § 3.4 замкнутых систем оптимального по быст-
родействию управления детерминированными процессами индукционного нагре-
ва были построены компьютерные модели вMatlab/Simulink по соответствующим
структурным схемам на рисунках 3.7, 3.9, где ОРП представлен структурой на ри-
сунке 3.14. Исполнительный орган релейного действия и нелинейный элемент за-
держанной обратной связи в системе управления с учетом фазового ограничения
представлены в форме конечных автоматов (см. рисунки 3.16, 3.17), построенных
в Stateflow.

Рисунок 3.16 — Конечный автомат управляющего элемента в замкнутых СУ без
учета фазовых ограничений.
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Рисунок 3.17 — Конечный автомат нелинейного элемента (НЭ) в структуре
замкнутой СУ с учетом фазовых ограничений.

Вначале решались задачи поиска оптимальных по быстродействию па-

раметров ∆0,
∗
∆0, N = N0 = 2 программных алгоритмов управления

в § 3.2 в детерминированной задаче быстродействия с номинальными величинами
BiH , Q0H , представленными в таблице 1. Автоматический расчет этих парамет-
ров производился Matlab-скриптом, реализующим решение системы уравнений
(3.39). Полученные значения оптимальных параметров ∆0

1, ∆
0
2, ε

(2)
min для задачи

(3.27), (3.28) в условиях отсутствия фазовых ограничений для заданных исход-
ных данных в таблице 1:

∆0
1 = 5879.8 сек.; ∆0

2 = 678.7 сек.; ε(2)min = 52.1 ◦C.

Для случая, учитывающего фазовые ограничения:

∆0
1 = 6306.1 сек.; ∆0

2 = 363.7 сек.; ε(2)min = 49.5 ◦C.

Соответствующие этим случаям оптимальные программы управления и ко-
нечные температурные распределения показаны на рисунке 3.18.

Далее производился автоматический расчет необходимых значений пара-
метров в структурах замкнутых СУ (см. рисунки 3.7, 3.9).

Для задачи, рассмотренной в § 3.3, коэффициент обратной связи ρ̂2H и ко-
нечные значения температурQT

1H = QT
2H = Q∗− ε

(2)
min в (3.40)–(3.43) равны следу-
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Рисунок 3.18 — Оптимальное программное управление и конечное

температурное распределение по радиусу цилиндра.

ющим значениям:

ρ̂2H = 1.796; QT
1H = QT

2H = 997.9 ◦C.

Результаты моделирования замкнутой системы управления ОРП без учета фазо-
вых ограничений приведены на рисунке 3.19. Отметим, что функция переклю-
чения имеет отличный от рисунка 3.6 вид (см. рисунок 3.20а). Поведение функ-
ции h1(Q1,Q2) > 0 на втором интервале может быть объяснено тем фактом,
что, при замене h(Q1,Q2) на h1(Q1,Q2) в (2.20), гарантируется равенство функ-
ции h1(Q1,Q2) нулю только в моменты переключения управления, однако поведе-
ние, подобное h(Q1,Q2), в промежутке между переключениями не гарантируется.
Данное обстоятельство может быть учтено посредством введения новой функции
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Рисунок 3.19 — Результаты компьютерного моделирования замкнутой СУ
детерминированным процессом индукционного нагрева.

h2(Q1,Q2,t) (см. рисунок 3.20б), имеющей вид

h2(Q1,Q2,t) = |h1(Q1,Q2,t)| sign
[
(−1)j+1

]
,

j∑
i=0

∆i < t <

j∑
i=0

∆i; j = 1,N, ∆0 = 0,
(3.73)

которая теперь может быть использована вместо h1(Q1,Q2) в (2.23) и (3.45).
Как было показано в § 3.4, чтобы получить замкнутую СУ ОРП (3.1)–(3.3),

учитывающую фазовое ограничение (3.20), полученная ранее структура замкну-
той системы управления процессом индукционного нагрева цилиндрических
слитков без учета ограничения на максимальную температуру дополняется ло-
кальной обратной связью по температуре Qmax(t) = Q(R,t) (см. рисунок 3.9). Та-
ким образом, помимо перерасчета коэффициента обратной связи ρ̂2H и конечных
температур QT

1H , Q
T
2H в центре заготовки и на её поверхности, необходимо рас-
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Рисунок 3.20 — Графики функций переключения h1(Q1,Q2), h2(Q1,Q2) в момент
переключения управления на участок оптимального управления umin = 0.

считать коэффициент локальной обратной связи ρ̂3, удерживающий температуру
Q(R,t) на допустимом уровне Qдоп с заданной погрешностью.

Предлагается следующий метод расчета коэффициента ρ̂3. Рассмотрим кон-
тур задержанной обратной связи в режиме поддержания равенстваQ(R,t) ≡ Qдоп

(см. рисунок 3.21), предварительно выполнив соответствующие преобразования
структурной схемы по правилам эквивалентных преобразований. В статическом

Рисунок 3.21 — Контур задержанной обратной связи в статике.

режиме поведение объекта (3.8), передаточная функцияWx(x,p) в (3.72) которого
была получена ранее, будет характеризоваться только суммарным коэффициен-
том усиления:

Wx(x,0) =
∞∑
n=1

2Kn

cγR2
= Ko. (3.74)

Тогда, для замкнутого контура с отрицательной обратной связью, можно записать
следующее соотношение между входом и выходом структуры на рисунке 3.21:

Q1(R) = (umax + ρ̂3Qдоп)
Ko

1 + ρ̂3Ko
. (3.75)
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Задаваясь допустимой погрешностью Ω поддержания Qmax на уровне Qдоп

в замкнутом контуре задержанной обратной связи согласно равенству

Q1(R) = Qдоп(1 + Ω), (3.76)

получим, приравнивая правые части выражений (3.75) и (3.76), следующее выра-
жение для коэффициента обратной связи ρ̂3:

ρ̂3 =
umaxKo −Qдоп(1 + Ω)

ΩKoQдоп
. (3.77)

В итоге, для исходных данных рассматриваемого процесса индукционного
нагрева цилиндрических слитков, представленных в таблице 1, были получены
следующие значения коэффициентов при Ω = 0.01:

ρ̂2H = 1.850; ρ̂3 = 14693; QT
1H = QT

2H = 999 ◦C.

Результаты компьютерного моделирования показаны на рисунке 3.22. От-
метим, что вид управляющего воздействия на рисунке 3.22а отличен от получен-
ной оптимальной программы в задаче оптимального программного управления
ОРП с учетом фазовых ограничений (см. рисунок 3.18б) и объясняется тем обсто-
ятельством, что рассчитываемые коэффициенты (3.26) в формуле (3.25) не дают
удовлетворительного описания поведения оптимальной программы управления
на участке движения по ограничению Qmax = Qдоп при его значительной протя-
женности [6]. В этом случае предлагается найти аппроксимированные значения
коэффициентов в (3.25) методом наименьших квадратов исходя из полученного
вида оптимального управления на участке стабилизации температуры и заново
выполнить расчет оптимальных параметров процесса:

∆0
1 = 6136.4 сек.; ∆0

2 = 478.7 сек.; ε(2)min = 50.8 ◦C.

Ранее было показано, что структуры замкнутых систем управления про-
цесса индукционного нагрева в условиях интервальной неопределенности па-
раметров объекта Q0, Bi включают в себя идентификатор состояния (см. ри-
сунки 3.10, 3.11). Рассчитаем коэффициенты α̂mj, m,j = 1,2 по форму-
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Рисунок 3.22 — Результаты компьютерного моделирования замкнутой СУ
детерминированным процессом индукционного нагрева с учетом фазовых

ограничений.

лам (3.50)–(3.53) для идентификатора (2.31) и γ̂ij, γ̂∗ij, β̂mi, β̂
∗
mi, m,i,j = 1,2 для

линейных приближений коэффициента обратной связи ρ̂2(y) и требуемых конеч-
ных значений температурыQT

i (y) в (2.33), (2.34) и (3.56). При отсутствии фазовых
ограничений, принимая в качестве номинальных параметров неопределенных ве-
личин значения, указанные в таблице 1, и t0 = 300 сек. получим

α̂11 = −0.19; α̂12 = 1.19; α̂21 = −0.06; α̂22 = 0.06;

β̂11 = 0; β̂12 = −0.002; β̂21 = 0; β̂22 = 2.07;

β̂∗
11 = 0.04; β̂∗

12 = 0.04; β̂∗
21 = −48.33; β̂∗

22 = −48.33;

γ̂11 = 0; γ̂12 = 0; γ̂21 = −0.12; γ̂22 = 0.12;

γ̂∗11 = 2.88; γ̂∗12 = −2.86; γ̂∗21 = 2.88; γ̂∗22 = −2.86.
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Перерасчет параметров для задачи синтеза замкнутой системы оптимального по
быстродействию управления процессом индукционного нагрева в условиях ин-
тервальной неопределенности характеристик объекта с учетом фазовых ограни-
чений дает следующие результаты:

α̂11 = 0.1; α̂12 = 0.9; α̂21 = −0.1; α̂22 = 0.1;

β̂11 = 0; β̂12 = −0.01; β̂21 = 0; β̂22 = 3.55;

β̂∗
11 = 0.001; β̂∗

12 = 0.001; β̂∗
21 = −43.8; β̂∗

22 = −43.8;

γ̂11 = 0; γ̂12 = 0; γ̂21 = −0.22; γ̂22 = 0.21;

γ̂∗11 = 2.7; γ̂∗12 = −2.7; γ̂∗21 = 2.7; γ̂∗22 = −2.7.

3.7.4 Сравнительный анализ замкнутой СУ с детерминированным
регулятором и СУ с автокоррекцией коэффициентов обратных связей

Для оценки эффективности полученной оптимальной по быстродействию
системы управления процессом индукционного нагрева в условиях интервальной
неопределенности характеристик объекта по сравнению с СУ, синтезированной в
условиях полной информации об объекте, были построены их Simulink-модели в
соответствии со структурными схемами (см. рисунки 3.10 и 3.11).

Предлагается следующий алгоритм сравнительного анализа полученных
моделей:

1. Для каждого из фиксируемых значений Q0, Bi в заданном диапазоне их
изменения (3.9) решается задача оптимального по быстродействию про-
граммного управления объектом (3.8) по методике в § 3.2 и строятся ре-
зультирующие распределения температурQ(x,T )−Q∗ по радиусу слитка
в конце оптимального процесса. Найденные указаннымпутем характери-
стики оптимальных процессов будем считать эталонными.

2. Находятся значения параметров передаточных функций (3.72) объекта
при фиксированных номинальных значениях неопределенных парамет-
ров Q0 = Q0H , Bi = BiH . Полученная модель объекта затем использу-
ется в замкнутой системе оптимального по быстродействию управления
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процессом индукционного нагрева не полностью определенными моде-
лями с идентификацией неопределенных параметров.

3. По результатам компьютерного моделирования также строятся результи-
рующие распределения температур для всех значений неопределенных
параметров Q0 и Bi, отличных от номинальных Q0H , BiH .

4. Производится оценка эффективности СУ с идентификатором путем срав-
нения полученных результатов с эталонными характеристиками по сте-
пени сокращения длительности интервала выравнивания температур и
точности равномерного приближения результирующих температурных
распределений по радиусу цилиндра.

На рисунке 3.23 приведены результаты моделирования замкнутой системы
(рисунок 3.10) для указанных в таблице 1 значений параметров объекта в ви-
де передаточной функции (3.72) с N = 30 апериодических звеньев и заданных
номинальных значений неопределенных параметров Q0H = 30 ◦C, BiH = 0.7.
Полученные данные свидетельствуют об удовлетворительной точности прибли-
жения оптимальных процессов в замкнутом контуре с идентификатором (2.31)
в характерном для типовых ситуаций широком диапазоне изменения значения
Bi ∈ [0.4BiH , 1.4BiH ] к детерминированным оптимальным программным ал-
горитмам управления (3.19) при N0 = 2, ∆ = {∆0

1, ∆0
2} для соответствую-

щих заранее фиксируемых значений B̃i = [0.4BiH , 0.8BiH , 1.4BiH ] по резуль-
тирующему температурному распределению. Аналогичным образом, сопостав-
лены результаты моделирования замкнутой СУ ОРП с идентификатором в случае
учета фазового ограничения (3.20) при заданном диапазоне изменения значения
Bi ∈ [0.9BiH , 1.1BiH ] с результатами моделирования детерминированного оп-
тимального программного управления с участком стабилизации температуры на
допустимом уровне Qдоп для зафиксированных значений неопределенной вели-
чины B̃i = [0.9BiH , 1.1BiH ] (см. рисунок 3.24).

При этом обеспечивается существенное сокращение длительности интерва-
ла выравнивания температур∆0

2 и выигрышпо точности ε(2)min приближения кQ∗ по
сравнению с управлением по принципу гарантированного результата, предельные
возможности которого ограничиваются достижением наилучших показателей по
критерию оптимальности при наиболее неблагоприятном сочетании неопреде-
ленных факторов в (3.9). Нижние оценки получаемого эффекта определяются от-

ношениями ∆0
2max

∆0
2min

и (ε(2)min)max
(ε(2)min)min

, где ∆0
2max,

(
ε
(2)
min

)
max

и ∆0
2min,

(
ε
(2)
min

)
min

– параметры
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Рисунок 3.23 — Результирующее распределение температур Q(x,T )−Q∗ по
радиусу слитка при ε0 = ε

(2)
min в оптимальном по быстродействию процессе с

двухинтервальным управлением u∗ (сплошные линии) и в системе оптимального
по быстродействию управления процессом индукционного нагрева для не

полностью определенных (пунктир) моделей ОРП.
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Рисунок 3.24 — Результирующее распределение температур Q(x,T )−Q∗ по
радиусу слитка при ε0 = ε

(2)
min в оптимальном по быстродействию процессе с

двухинтервальным управлением u∗ (сплошные линии) и в системе оптимального
по быстродействию управления процессом индукционного нагрева для не
полностью определенных (пунктир) моделей ОРП с учетом фазового

ограничения.
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эталонных процессов при максимальном и минимальном из фиксируемых значе-
ний B̃i. При B̃imax = 1.4BiH ; B̃imin = 0.4BiH и ∆0

2max = 1236 сек.;
(
ε
(2)
min

)
max

=

= 65.2 ◦C; ∆0
2min = 325 сек.;

(
ε
(2)
min

)
min

= 33.4 ◦C за счет применения СУ с иден-
тификатором достигается сокращение длительности на интервале выравнивания
температур до 74%и повышается точность достижения требуемых конечных тем-
пературных кондиций до 43% соответственно.

3.8 Выводы по третьей главе

– Рассмотрена детерминированная задача оптимального программного
управления типовым линейным ОРП, в качестве которого выступает про-
цесс индукционного нагрева металлических полуфабрикатов перед обра-
боткой давлением. В случае учета фазового ограничения, постановка за-
дачи дополняется типовым для технологических процессов нагрева ме-
талла ограничением на максимальную температуру в процессе нагрева,
что приводит к появлению специального участка управления, поддержи-
вающего максимальную температуру на заданном допустимом уровне.
По установленным универсальным свойствам пространственных распре-
делений температуры по объему заготовки в конце оптимального про-
цесса в зависимости от заданной абсолютной точности приближения к
требуемым температурным кондициям была произведена процедура ре-
дукции исходной задачи оптимизации с параметризируемыми управля-
ющими воздействиями к решению трансцендентных систем уравнений,
замкнутых относительно всех искомых параметров программных алго-
ритмов оптимального управления.

– Решена задача синтеза детерминированной системы оптимального по
быстродействию управления процессом индукционного нагрева с непол-
ным измерением состояния объекта с учетом и без учета фазовых ограни-
чений. Получены соответствующие структуры замкнутых систем управ-
ления и оптимальные алгоритмы управления с обратными связями.

– Выполнен структурно-параметрический синтез замкнутой системы опти-
мального по быстродействию управления процессом индукционного на-
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грева с идентификатором неопределенных величин начальной темпера-
туры и уровня тепловых потерь.

– Определен способ моделирования ОРП, получен вид передаточной функ-
ции распределенного объекта и необходимые выражения для расчета её
коэффициентов.

– Произведено компьютерное моделирование рассматриваемых замкнутых
оптимальных систем управления для заданных исходных данных, выпол-
нен расчет оптимальных параметров программного управления для задач
с учетом и без учета фазовых ограничений, а также значений коэффици-
ентов обратных связей, конечных температур и коэффициентов переда-
чи для их линейных приближений наряду с коэффициентами линейных
приближений алгоритма идентификации. Полученные значения коэффи-
циентов не требуют пересчета в процессе работы систем управления.

– Выполнен сравнительный анализ полученных СУ с детерминированным
регулятором и СУ с автокоррекцией коэффициентов обратных связей.
Полученные данные свидетельствуют об удовлетворительной точности
приближения оптимального процесса в замкнутом контуре с идентифи-
катором к детерминированному оптимальному программному алгоритму
управления, полученному в условиях полной информации об объекте, и о
существенном выигрыше по точности приближения к требуемому конеч-
ному температурному состоянию и сокращении длительности интервала
выравнивания температур по сравнению с управлением по принципу га-
рантированного результата в условиях интервальной неопределенности
характеристик нагрева.
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Глава 4. Синтез оптимальной по быстродействию системы управления
нелинейной моделью процесса индукционного нагрева

Данная глава посвящена решению задачи синтеза системы оптимального по
быстродействию управления не полностью определенной нелинейной моделью
объекта с распределенными параметрами, в качестве которого рассматривается
процесс индукционного нагрева, во многих практически реализуемых ситуациях
описываемый взаимосвязанными нелинейными уравнениями электромагнитного
и температурного полей [118—120]. Наибольшие возможности при учете нели-
нейностей и других существенных факторов дает применение методов цифрового
моделирования, позволяющего получить с требуемой точностью численную мо-
дель температурного поля, описываемого решением краевой задачи практически
любой сложности [118—120].

Учет существенных нелинейностей характеристик объекта может привести
к изменению вида оптимальных управлений, однако для центральной задачи оп-
тимизации по быстродействию процесса индукционного нагрева с управлением
по напряжению на индукторе можно строго показать [121], что форма алгорит-
мов оптимального управления сохраняется и в большинстве практических слу-
чаев, основные качественные характеристики оптимальных процессов остаются
неизменными [9].

Отсутствие в явном виде аналитического описания температурных полей
при численном моделировании приводит к необходимости адаптации методики
построения идентификатора неопределенных величин для нелинейной модели
объекта при сохранении рассмотренного в главе 2 подхода к задаче синтеза за-
мкнутой системы управления.

4.1 Нелинейная математическая модель процесса индукционного нагрева

В общем случае пространственно-временное распределение температуры
по объему заготовки в процессе индукционного нагрева описывается сложной си-
стемой уравнений Максвелла и Фурье для электромагнитных и температурных
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полей [6; 118; 120; 122]:

rotH = J+ ∂D̄
∂t

;

rotE = −∂B̄
∂t

;

divB = 0;

divE = 0;

c(Q)γ(Q)
∂Q

∂τ
− div(λ(Q)gradQ) = −div[EH].

(4.1)

Здесь E – вектор напряженности электрического поля; D – вектор электрической
индукции; B – вектор магнитной индукции;H – вектор напряженности магнитно-
го поля; J – плотность тока проводимости; t – время; c(Q), γ(Q), λ(Q) – заданные
температурные зависимости теплофизических характеристик.

Для получения однозначного решения системы уравнений Максвелла от-
носительно всех неизвестных необходимо дополнить эту систему следующи-
ми базовыми соотношениями, выполняющимися в линейных изотропных сре-
дах [118; 120; 122]:

D = εε0E;
B = µrµ0H;
J = σE.

(4.2)

Дополнив систему уравнений (4.1), (4.2) соответствующими граничными и
начальными условиями в результате можно получить трехмерное описание тем-
пературного распределения в любой момент времени для любой точки по объему
нагреваемой заготовки.

С достаточной для практических целей точностью процесс индукционно-
го нагрева металлических заготовок цилиндрической формы с сосредоточенным
управляющим воздействием по мощности внутреннего тепловыделения u(t) мо-
жет быть описан следующим двумерным нелинейным уравнением теплопровод-
ности [6]:

c(Q)γ(Q)
∂Q(x,l,t)

∂t
=

1

x

∂

∂x

(
λ(Q)x

∂Q(x,l,t)

∂x

)
+
∂

∂l

(
λ(Q)

∂Q(x,l,t)

∂l

)
+

+ F (x,l, u(t));

0 < x < R; 0 < l < L; 0 < t < T ;

(4.3)
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с краевыми условиями третьего рода

λ(Q)
∂Q(R,l,t)

∂x
= α (QC(t)−Q(R,l,t)) ;

λ(Q)
∂Q(x,L,t)

∂l
= α (QC(t)−Q(x,L,t)) ;

λ(Q)
∂Q(x,0,t)

∂x
= −α (QC(t)−Q(x,0,t)) ;

∂Q(0,l,t)

∂x
= 0;

Q(x,l,0) = Q0(x,l) = Q0 = const.

(4.4)

На управляющее воздействие u(t) накладывается следующее ограничение:

0 ≤ u(t) ≤ umax ∀t ∈ [0,T ]. (4.5)

Здесь Q(x,l,t) – температурное поле нагреваемого металлического изделия; x и
l – соответственно радиальная и продольная пространственные координаты; R,
L – радиус и длина цилиндра; α – коэффициент теплоотдачи, определяющий
уровень тепловых потерь с боковой и торцевых поверхностей цилиндра в окру-
жающую среду с температурой QC(t); F (x,l, u(t)) – функция, характеризующая
пространственно-временное распределение электромагнитных источников тепла
по объему заготовки и определяемая величиной div[EH] в (4.1) в процессе сов-
местного решения взаимосвязанной системой уравнений (4.1)–(4.4) краевой элек-
тротепловой задачи; Q0 – начальное распределение температур.

4.2 Численное моделирование процесса индукционного нагрева
цилиндрических заготовок

Решение взаимосвязанной задачи (4.1)–(4.4) возможно только численными
методами и представляет собой самостоятельную проблему [118—120; 122]. Со-
гласно [9; 123] наибольшими возможностями при решении этой задачи обладают
методы цифрового моделирования с помощью которых разработаны эффектив-
ные комплексные электротепловые модели [118—120]. В [123] проведен срав-
нительный анализ современных программных пакетов, на базе которых произ-
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водится компьютерное моделирование процессов индукционного нагрева, а так-
же современных методов математического моделирования. В частности, показа-
но, что наиболее распространенным численным методом расчета электромагнит-
ных и тепловых полей является метод конечных элементов (МКЭ), суть которо-
го сводится к разбиению области, в которой ищется решение, на конечное коли-
чество подобластей, в пределах которых вычисляются значения искомого реше-
ния по заданным конечно-разностным аппроксимациям исходных дифференци-
альных уравнений [124; 125].

В целях адаптации и апробации методики идентификации неопределенных
параметров процесса индукционного нагрева, в данной работе была использова-
на цифровая модель, созданная в специализированном конечно-элементном про-
граммном пакете FLUX [124; 126], разработанном компанией Cedrat. Данное ПО
предоставляет возможность симуляции статических, гармонических и переход-
ных состояний для магнитных и электромагнитных приложений, включая ме-
ханическую и электрическую привязку к модели, анализ тепловых процессов,
а также интеграцию с математическим пакетом прикладных программ Matlab и
Simulink [127].

Рисунок 4.1 — Конструктивные параметры индуктора и заготовки.

Исходные данные, использованные для построения двумерной цифровой
модели процесса сквозного периодического индукционного нагрева алюминие-
вых цилиндрических слитков, представлены в таблице 2. Конструктивные харак-
теристики индуктора и алюминиевой цилиндрической заготовки (в мм) показаны
на рисунке 4.1. Алгоритм моделирования во Flux представлен на рисунке 4.2.
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Рисунок 4.2 — Алгоритм моделирования процесса индукционного нагрева во
Flux [124].
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Таблица 2 — Исходные данные для цифровой модели процесса индукционного
нагрева

Обозначение Параметр Значение Единицы
измерения

R Радиус заготовки 0.25 м
L Длина заготовки 1 м
Ni Число витков 69 -

f
Частота

питающего тока 50 Гц

umax
Напряжение на
индукторе 470 В

λ Теплопроводность 115(1 + 8 · 10−4Q) Вт / (м ·◦C )

ρ(Q)
Сопротивление
материала 3 · 10−8(1 + 7 · 10−3Q) Ом

Cp(Q)
Объемная

теплоемкость 2.34 · 106(1 + 5.7 · 10−4Q) Дж/(м3 · ◦С)

α
Коэффициент
конвективного
теплообмена

20 -

B(H)

Зависимость
индукции B от

напряженности H
магнитного поля

4π · 10−7H Тл

Q0
Начальная
температура 20 ◦С

Q∗ Требуемая
температура 460 ◦С

4.3 Постановка задачи

Постановка задачи синтеза замкнутой системы оптимального по быстро-
действию управления процессом индукционного нагрева цилиндрических слит-
ков, описываемая нелинейным неоднородным уравнением теплопроводности, в
условиях интервальной неопределенности параметров объекта не отличается от
общей постановки, приведенной в § 2.2.

Качество процесса управления оценивается по критерию оптимального
быстродействия (3.10).
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Определяя начальную температуру Q0 и коэффициент теплоотдачи α

с точностью до принадлежности заданным интервалам их возможных значе-
ний Q0 ∈ [Q0min,Q0max], α ∈ [αmin, αmax], переопределим вектор неопределенных
факторов как y = (Q0, α) ∈ Y , где Y теперь множество всех допустимых по
указанным ограничениям комбинаций величин Q0 и α по сравнению с (3.9) для
линейной модели объекта в § 3.1.

В случае, когда в системе управления может быть получена в реальном
масштабе времени достоверная информация о реализуемой в каждом конкретном
случае величине y = ỹ ∈ Y путем наблюдения за поведением управляемой вели-
чины, требования к конечному температурному состоянию Q(x,l,ỹ,T ) записыва-
ются в виде неравенства, подобно (2.14) для линейной модели:

max
x∈[0,R];l∈[0,L]

|Q(x,l,ỹ,T )−Q∗(x,l)| ≤ ε̃0(ỹ). (4.6)

с учетом заданного в равномерной метрике допуска ε0 ≥ ε̃0(ỹ) на отклонение ко-
нечного температурного состояния Q(x,l,ỹ,T ) от требуемого равномерного рас-
пределения температур Q∗(x,l) = Q∗ = const.

Сформулируем задачу оптимального быстродействия.
Если пренебречь инерционностью и погрешностями процедур наблюдения

и идентификации величина ỹ по-прежнему может быть определена подобно (2.19)
по некоторой заранее фиксируемой детерминированной зависимостиF (Qc(x,l,t))

от результатов всегда неполного наблюдения Qc(x,l,t) за текущим состоянием
Q(x,l,t) объекта:

ỹ = F (Qc(x,l,t)), (4.7)

где Qc(x,l,t) и F (Qc(x,l,t)) выбираются из условия минимальной сложности тех-
нической реализации системы управления.

Таким образом возникает задача проектирования идентификатора (4.7) и
синтеза регулятора u∗ = u∗(Qc(x,l,t)), обеспечивающих перевод объекта, опи-
сываемого системой уравнений (4.3) и (4.4) из заданного начального в требуемое
конечное состояние (4.6) за минимально возможное время для каждой из допу-
стимых величин ỹ = (Q̃0, α̃) ∈ Y в условиях ограничения (4.5).
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4.4 Структурно-параметрический синтез замкнутой системы управления

Рассмотрим задачу синтеза такой системы на примере построения опти-
мальной по быстродействию системы управления процессом индукционного на-
грева металлических изделий цилиндрической формы, численная модель которо-
го описана выше, для типового случая, когда мощность нагрева в первом при-
ближении равномерно распределена по всей длине заготовки, а тепловые поте-
ри на торцах l = 0 и l = L цилиндра мало отличаются друг от друга. В таком
случае можно ограничиться контролем температурного поля в среднем сечении
цилиндра l = L

2 с нулевым температурным градиентом
∂Q(x,L2 )

∂l , в пределах которо-
го радиальное распределение температур описывается одномерным уравнением
теплопроводности.

Применительно к нелинейной модели объекта (4.3) и (4.4) сохраняется ре-
лейная форма оптимального по быстродействию программного управления про-
цессом индукционного нагрева [121], что позволяет распространить на данный
случай метод структурно-параметрического синтеза замкнутой системы опти-
мального быстродействия, разработанный для линейных моделей.

Тогда решение детерминированной задачи синтеза замкнутой оптимальной
по быстродействию системы управления для любых заранее фиксируемых зна-
чений вектора ỹ = (Q̃0, α̃) ∈ Y с выбором контролируемых температур Q1 и Q2

соответственно в точках x1 = R, l = L
2 и x2 = 0, l = L

2 приводит к совпадающему
с линейным случаем виду (3.41) алгоритма обратной связи:

u∗(Q1,Q2,ỹ) =
umax
2

± umax
2

sign
[
Q∗ − ε

(2)
min(ỹ)−Q1

(
R,
L

2
,t

)
+

+ρ̂2(ỹ)

(
Q∗ − ε

(2)
min(ỹ)−Q2

(
0,
L

2
,t

))]
.

(4.8)

Коэффициенты обратных связей ρ̂1(ỹ), ρ̂2(ỹ) находятся из системы уравнений
(2.22), где N = 2. В частности, при ρ̂1(ỹ) = 1 коэффициент ρ̂2(ỹ) может быть
найден по формуле (3.42). Момент переключения t̃1 оптимальной программы
u∗(Q1,Q2,ỹ), интервалы управления∆0

1 и∆0
2, а также значение минимакса ε

(2)
min(ỹ)

могут быть найдены альтернасным методом в условиях отсутствия аналитиче-
ских выражений для результирующего температурного поля, усложняющих вы-
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числительную технологию его применения [6; 9]. При этом все основные выводы
в § 3.2.4 остаются справедливы и для рассматриваемого случая [6]. Расчетная си-
стема уравнений сохраняет вид (3.39), а процедура поиска решений этой системы
уравнений сводится в данном случае к поиску на численной модели искомых зна-
чений оптимальных длительностей интервалов, обеспечивающих соответствую-
щее конечное температурное распределение по радиусу заготовкиQu(x,

L
2 ,∆

0
1,∆

0
2)

[9].
Для представленной в § 4.2 модели и указанных в таблице 2 исходных но-

минальных данных в результате расчета оптимального программного управления
получены следующие значения параметров:

∆0
1 = 1835 сек., ∆0

2 = 140 сек., ε(2)min(ỹ) = 1.8 ◦C.

Вид конечного температурного распределения в центральном сечении модели ци-
линдрической заготовки L

2 показан на рисунке 4.3

x, ì

Q
(x
,
L 2
,t
)
−

Q
∗ ,

◦ C

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

-2

0

2

Рисунок 4.3 — Температурное распределение по радиусу центрального сечения
цилиндра Q(x,L2 ,∆

0
1,∆

0
2).

Получаемая структура замкнутой системы управления с детерминирован-
ным регулятором для численной модели сохраняет вид, показанный на ри-
сунке 3.7. Дополнив её идентификатором (2.31) при r = 2, Q̄1(t

0) =

= Q(R,L2 ,t
0), Q̄2(t

0) = Q(0,L2 ,t
0), t0 ∈ (0,∆0

1) получаем замкнутую СУ опти-
мального по быстродействию управления c регулятором (3.57) в условиях интер-
вальной неопределенности объекта (см. рисунок 3.10), где линейные приближе-
ния коэффициентов обратных связей и наблюдаемых температур в конце опти-
мального процесса вычисляются по формулам (2.33) и (2.34) c учетом (3.55) и
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при ρ̂1 = 1, N = 2. Значения QjH температур на поверхности и в центре за-
готовки определяются в зафиксированный момент времени t0 при номинальных
значениях неопределенных параметров yH = (Q0H , αH).

Ввиду отсутствия аналитических выражений для исследуемых нелинейных
моделей, все производные в формулах (2.31), (2.32) и (2.34) для коэффициентов
α̂mj, β̂mi, β̂

∗
mi, m = i = j = 2, могут быть найдены с требуемой точностью путем

замены соответствующих производных их конечно-разностными аппроксимаци-
ями, вычисляемыми непосредственно на цифровой модели объекта:

α̂11
∼=

∆Q2

∆α
∆Q2

∆α − ∆Q1

∆α

; α̂12
∼=

∆Q1

∆α
∆Q2

∆α − ∆Q1

∆α

;

α̂21
∼= − 1

∆Q2

∆α − ∆Q1

∆α

; α̂22
∼=

1
∆Q2

∆α − ∆Q1

∆α

;

β̂1i ∼=
∆ρ̂i
∆Q0

; β̂2i ∼=
∆ρ̂i
∆α

; β̂∗
1i
∼=

∆QT
i

∆Q0
; β̂∗

2i
∼=

∆QT
i

∆α
.

(4.9)

Для исходных номинальных данных, представленных в таблице 2, а также
Q0H = 20 ◦C, αH = 20, t0 = 500 сек., получены следующие значения коэффици-
ентов в (2.33), (2.34) и (4.9):

α̂11 = 0.13; α̂12 = 0.87; α̂21 = 0.31; α̂22 = −0.31;

β̂11 = 0; β̂12 = 0.03; β̂21 = 0; β̂22 = −0.06;

β̂∗
11 = 0.35; β̂∗

12 = 0.44; β̂∗
21 = 0.13; β̂∗

22 = 0.44;

γ̂11 = 0; γ̂12 = 0; γ̂21 = −0.02; γ̂22 = 0.05;

γ̂∗11 = 0.08; γ̂∗12 = 0.26; γ̂∗21 = 0.19; γ̂∗22 = 0.24;

ρ̂1 = 1; ρ̂2(yH) = 0.89.

На графиках (см. рисунок 4.4) представлены результаты моделирования
двух систем управления нелинейным объектом (4.3) и (4.4), исходные данные ко-
торого представлены в таблице 2: разомкнутой, под управлением оптимальной
программы, и замкнутой системы управления под управлением оптимального ал-
горитма (4.8) с идентификатором неопределенных величин α и Q0, для заранее
фиксируемой величины α̃ = 22 при Q0 = Q0H .
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Рисунок 4.4 — Результаты компьютерного моделирования (а,б) СУ
программного оптимального управления нелинейной моделью объекта и (в,г)

замкнутой СУ с идентификатором неопределенных величин при
Q0 = Q0H , α = 22.

Полученные результаты позволяют сделать вывод о том, что предложенная
методика синтеза системы оптимального быстродействия распространяется так-
же на сложные нелинейные модели с учетом особенностей реальных объектов.
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4.5 Выводы по четвертой главе

– Рассмотрена не полностью определенная нелинейная двухмерная модель
процесса индукционного нагрева металлических заготовок цилиндриче-
ской формы, численная модель которой создана во FLUX.

– Решена задача синтеза оптимальной по быстродействию системы управ-
ления указанным распределенным объектом в условиях интервальной
неопределенности начальной температуры и уровня тепловых потерь.
Показано, что для рассматриваемого случая все основные выводы гла-
вы 2 остаются справедливы. Получено уравнение оптимального регуля-
тора для данного случая.

– Произведено компьютерное моделирование и представлены его резуль-
таты для замкнутой системы с идентификатором и разомкнутой систе-
мы управления, оптимальные параметры которой рассчитаны в условиях
полной информации об объекте, на основе которых можно сделать вы-
вод о возможности использования предлагаемой в главе 2 методики для
сложных нелинейных моделей ОРП.

– Выполнен расчет оптимального по быстродействию программного
управления детерминированной нелинейной моделью процесса индукци-
онного нагрева.

– Выполнена процедура структурно-параметрического синтеза замкнутой
системы оптимального по быстродействию управления нелинейной циф-
ровой моделью процесса индукционного нагрева с идентификатором
неопределенных характеристик объекта.
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Заключение

В диссертационной работе получены следующие основные результаты:
1. Рассмотрены и проанализированы причины возникновения основных

видов неопределенностей и методов борьбы с ними. Установлено, что
проблема управления динамическими объектами в условиях того или
иного типа неопределенностей характерны для широкого круга практи-
ческих задач и является одной из наиболее сложных задач современной
теории управления. Указанная проблема ещё более усложняется в наиме-
нее исследованной области оптимального управления СРП, для которых
характерна интервальная неопределенность параметрических характе-
ристик объекта. В этой связи ставится актуальная задача разработки ме-
тода синтеза, построенного на основе адаптивной системы оптимального
быстродействия с идентификатором максимально упрощенного вида для
достаточно широкого класса СУ не полностью определенными моделя-
ми ОРП.

2. Разработана процедура структурно-параметрического синтеза замкну-
той системы оптимального по быстродействию управления объектом с
распределенными параметрами в условиях интервальной неопределен-
ности его параметрических характеристик. На первом этапе была реше-
на детерминированная задача синтеза системы оптимального по быст-
родействию управления распределенным объектом при некоторых фик-
сированных номинальных значениях неопределенных параметров, в ре-
зультате решения которой получен оптимальный регулятор с линейными
обратными связями по значениям неполного измерения состояния объек-
та и соответствующая структура замкнутой СУ. Затем полученная струк-
тура была дополнена специального вида идентификатором неопределен-
ных величин объекта в реальном масштабе времени, определяющим в
линейном приближении отклонения от номинальных значений парамет-
ров. Указанная процедура распространена на более сложную задачу оп-
тимизации с учетом заданных ограничений на поведение в оптимальном
процессе управляемой функции состояния ОРП.
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3. Произведен синтез замкнутых систем оптимальных по быстродействию
управления типовым ОРП, в качестве которого рассматривается процесс
индукционного нагрева металлических изделий цилиндрической формы,
в условиях интервальной неопределенности его параметрических харак-
теристик в задаче с учетом и без учета фазового ограничения на макси-
мальную температуру в процессе нагрева. Согласно предложенной мето-
дике были определены выражения для линейных приближений алгорит-
ма идентификации и его коэффициентов, а также линейные приближе-
ния коэффициентов обратных связей и конечных значений температур.
Для полученных оптимальных регуляторов приведены соответствующие
структуры замкнутых систем управления.

4. Произведено компьютерное моделирование полученных оптимальных
по быстродействию замкнутых СУ процессом индукционного нагрева.
Для заданных исходных данных был выполнен расчет оптимальных па-
раметров программного управления, коэффициентов обратных связей
для детерминированных задач синтеза замкнутых оптимальных СУ, а
также всех коэффициентов для линейных приближений алгоритма иден-
тификации, коэффициентов обратных связей и конечных значений тем-
пературных состояний. Определены вид и коэффициенты передаточной
функции моделируемого объекта.

5. Выполнен сравнительный анализ, по результатам которого был сделан
вывод об удовлетворительной точности приближения оптимальных про-
цессов в замкнутом контуре с идентификатором к детерминированному
алгоритму оптимизации по критерию быстродействия в условиях полно-
го объема информации о параметрах объекта, и получении преимуществ
по сравнению с программным управлением по принципу гарантирован-
ного результата.

6. Решена задача синтеза системы оптимального по быстродействию
управления не полностью определенной нелинейной двухмерной мо-
делью процесса индукционного нагрева металлических заготовок ци-
линдрической формы в условиях интервальной неопределенности его
параметрических характеристик. Использована цифровая модель объ-
екта, разработанная во FLUX. При этом остаются справедливы все
основные положения и выводы предлагаемой процедуры структурно-
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параметрического синтеза замкнутой СУ в условиях интервальной
неопределенности, что подтверждается результатами компьютерного
моделирования и расчетами.

Дальнейшим возможным направлением развития работы является исследо-
вание возможностей уточнения предлагаемого алгоритма идентификации за счет
учета нелинейных его составляющих в целях повышения точности работы за-
мкнутой системы управления ОРП в условиях расширенного диапазона реали-
зуемых значений неопределенных параметров объекта.

Другим направлением является распространение предлагаемого метода
структурно-параметрического синтеза замкнутых системы управления объектом
с распределенными параметрами в условиях интервальной неопределенности его
параметрических характеристик дляширокого круга технико-экономических кри-
териев оптимальности.
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Список сокращений и условных обозначений

АФХ Амплитудно фазовая характеристика
АЧХ Амплитудно-частотная характеристика
ВВ Возмущающие воздействия

МКЭ Метод конечных элементов
ОРП Объект с распределенными параметрами
ОУ Объект управления

ПИНМП Процесс индукционного нагрева металлических полуфабрикатов
ПО Программное обеспечение
СРП Система с распределенными параметрами
ССП Система с сосредоточенными параметрами
СУ Система управления
ТАУ Теория автоматического управления
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Приложение Б

Акт об использовании в учебном процессе ФГБОУ ВО СамГТУ
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